费定 BS 周学圣编演 

轉大钧 ® a 琮主审 



山东科学技术出版社 
^ www.lkj.com.cn 


克仟编辑宋涛邱蕾 
M 而设 il •庞她孙作 


新版推荐 

经典 b . n . , V 米多维奇数学>〗题集系列 


数学分析习题集题解（共六册) 


1分析引论 


定价： 19. 00元 

2单变里函数的微分学 


定价： 〗9. 00元 

3不定积分定积分 


定价： 20. 00元 

4级数 


定价： 19. 00元 

5多变®函数的微分法 

带参数的积分 

定价 .• 22. 00元 

6重积分和曲线积分 


定价： 19. 00元 

数学分析习题集精选精解 


定价： 39. 00元 

数学分析习题集——提示 • 

解题思路 • 答案 

定价： 39. 00元 

高等数学习题精选精解 


定价： 39. 80元 



















费定晖周学圣_演 
郭大钧邵品琮主审 

5 . n . 吉米多维奇 

数学分析 

习题集题解 


第四版 



O 山东科学技术出版社 



图书在版编目 （ CIP ) 数据 

b . n . 古米多维奇数学分析习题集题解5/费定晖，周 
学杀编演 .一 4版.一济 南:山 东科学技术出版社，2012 
ISBN 978-7-5331-5896-5 

I •①吉 ... n. ①费.••②周 ... in. ①数学分析一 
髙等学校一题解 IV. ① 017-44 

中国版本图书馆 CIP 数据核字 (2012) 第120111号 


B . n . 吉米多维奇 
数学分析习题集题解5 


出 版者： 山东科学技术出版社 

地址:济南电玉函路16号 
邮编： 250002 电话： （0531)82098088 
网址: www.IKj.com.cn 
电子郎拷 1 :sdKj@sdpress. com .cn 

发 行者： 山东科学技术出版社 

池址： 济南市玉函路16号 

部编： 250002 电话： (0531)82098071 

印 刷者： 山东新华印刷厂潍坊厂 

地址：潍坊市潍州路753号 

邮编： 261031 电话: (0536)21 16806 


印张: 

版次： 







本书自1979年出版发行以来，历经30多个春秋，一宣畅销不衰，深得 
读者厚爱。在郭大钧教授的帮助和指导下，对全书我不断地修 CT 和补充， 
不断地修正错误,不断地替换更为简洁的解法和证明，力求本书一直保持 
其先进性、完整性和准确性，以求对读者的高度责任感。读者通过学习该 
书，对掌握数学分析的基本知识、基础理论和基本技能的训练，感到获益 
匪浅，赞誉其为学习数学分析“不可替代”之图书，对此我们倍感欣慰，鞭 
策我们为读者作出更多的奉献。 

这次受山东科学技术出版社的约请，并得到郭大钧教授的大力支持， 
仍由我负责全书第四版的修订、增补和校阅工作，以适应文化建设繁荣发 
展的需要，更加激发全国广大读者的强烈求知欲。具体主要做了以下几 
方面的 工作： 

第一,为全书4462题中的近三成的习题，根据题型的不同，在原题解 
的前面，分别或给出提示，或给出解题思路，或给出证明思路。翼图后发 
读者怎样分析该题，怎样下手求解；后发读者怎样总结解题的 规律； 后发 
读者怎样正确使用有关的数学公式、概念和理论，幵拓视野，活跃 思路； 帮 
助读者逐步解决学习中的困难,为他们在学习过程中提供一个良师益友。 
这是本次修订的主要工作。 

第二，根据当前的语言习惯，对全书的文字作了较多的润色,使其表 
述更加准确，更加简活凝练。 

第三，改正了第三版中的个别印刷错误，修正了函数图像中的个别问 
题和个别习题的答案。 

第四，根据国家相关标准，规范了有关术语和数学式子的 表达； 并对 
全书使用的外国人名，按照现在的标准或通用译法重新翻译人名，以求统 
一 标淮。 

第五，对全书的版面和幵本重新进行了调整,使其更富有时代的色 
彩。 

我们殷切期望使用本书的读者，懂得只有通过个人的独立思考，加上 
勤学苦练才能取得成功，“只看不练假把式”，数学的学习是在个人的独立 
解题中逐步弄懂有关的概念、公式和理论的，我们编写本书，就是希望能 





第四版前宮 


对数学分析课程的学习 起到一 个抛砖引玉的作用。读者使用本书最好是 
不要先看题解，更不要查抄解答和答案，而是自己先对照教材中的有关概 
念、公式和理论独立进行思考，必要时可参照书中的提示、解题思路或证 
明思路独立完成解题，然后再查看书中是怎样解答的，比较自己的解答和 
书中解答的异同，从中找出差距，找出自己的问题所在，甚至找出书中解 
答的的错误和不足之处，进而找到更为简洁的解答。只有这样才能提高 
自己的思维能力和创造才能，任何削弱独立思考的做法都是违背我们出 
版本书的初衷的。 

山东科学技术出版社颜秀锦、宋德万、胡新容等老一代资深编辑为本 
书前三版的出版和发行付出了艰辛努力，责任编辑宋涛为本书第四版怎 
样提高质量倾注了不少心皿，茌此我们一并表示感谢。同时感谢山东大 
学、华东交通大学、山东师范大学等兄弟学校对本书出版的支持。感谢社 
会各界同仁对本书的支持。虽然历经30余年的反复修订，面对如此庞大 
的图书，限于本入水平，书中难免有错误和不当之处,敬请各位专家、同仁 
和广大读者批评指正，不胜惑激，并在新版中改正。 


费定晖 

2012 年 5 月于南昌华东交通大学 



出版说明 


吉米多维奇 (B. n . ZlEMHflOBMH ) 著《数学分析习题集》 一 书的中 
译本，自50年代初在我国翻译出版以来，引起了全国各大专院校广大师 
生的巨大反响。凡从事数学分析教学的师生，常以试解该习题集中的习 
题,作为检验掌握数学分析基本知识和基本技能的一顶重要手段。二十 
多年来，对我国数学分析的教学工作是甚为有益的。 

该书四千多道习题，数量多，内容丰富，由浅入深，部分题目难度大。 
涉及的内容有函数与极限 ，一 元函数微分学，不定积分,定积分，级数，多 
元函数微分学，带参数的积分以及多重积分与曲线积分、曲面积分等等, 
概括了数学分析的全部主题。当前，我国广大读者，特别是肯于刻苦自学 
的广大数学爱好者，茌为四个现代化而勤奋学习的热潮中，迫切需要对一 
些疑难习题有一个较明确的回答。有鉴于此，我们特约作者,将全书4462 
题的所有解答汇辑成书，共分六册出版。本书可以作为高等院校的教学 
参考用书，同时也可作为广大读者茌自学微积分过程中的参考用书。 

O 所周知，原习题集，题多难度大，其中不少习题如果认真习作的话, 
既可以深刻地巩固我们所学到的基本概念，又可以有效池提高我们的运 
箅能力，特别是有些难题还可以迫使我们学会综合分析的思维方法。正 
由于这样，我们 殷切期 望初学数学分析的青年读者 ，一 定要刻苦钴研，千 
万不要轻易查抄本书的解答，因为任何削弱独立思索的作法，都是违背我 
们出版此书的本意。何况所作解答并非一定标准，仅作参考而已。如有 
某些误解、差错也在所难免 ，一 经发觉，恳请指正，不胜感谢。 

本书蒙潘承洞教授对部分难题逬行了审校。特请郭大钧教授、邵品 
琮教授对全书作了重要仔细的审校。其中相当数量的难度大的题，都是 
郭大钧、邵品琮亲自作的解答。 

参加本册审校工作的还有张效先、徐沅同志。 

参加编演工作的还有黄春朝同志。 

本书在编审过程中，还得到山东大学、山东工学院、山东师范学院和 
曲阜师范学院的领导和同志们的大力支持，特在此一并致谢。 


1979年于济南 
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第六章多元函数微分学 


§ 1. 函数的极限.连续性 


r 函败的极限设函数/(尸)^/^!：,，々，…, Xlt ) 在以 p 。 为聚点的集合 e 上有定义.若对于任何的 e > o , 
存在及=狖£.尸。）>0,使得只要尸€£：及0<>(/ 3 ,/ ? 。）<^,其中 <0 (尸,/> () )为尸和尸。二点间的距离，则有 

|/(P)-A|<€, 

我们就说 


Um f(P) = A. 
p - p o 

2 ° 连续性若 lim /( P ) = /( P 。）， 

p 〜 p 0 

则称函数 /( P ) 在 P 。 点是连续的. 

若函数 /( P ) 在所给区域内的每一点连续，则称函数 /( P ) 在此区城内是连续的. 

3° 一致连琪性若对于每一个 c >0 都存在仅与 € 有关的5>0,使得对于区域 G 中的任何点，，，,只要 

p(P\P^)<S, 

便成立不等式 

|/( P / )-/( P ")|<€. 

则称函数 /( P ) 在 K 域 G 内是 一致连 读的. 

有界闭区域内的连续函数在此区域内足一致连续的. 

确定并画出下列函数的存 在域： 


【 3136 】 M=x+Vy. 

解存在域为半平面，: y >0, 如图 6. 1阴影郎分所示，包括整个 ar 轴在内. 





r 



【 3137 】 Ii= — ： 2 + \/y — 1 • 

解存在域为满足不等式 k |< l ,|： y|>l 的点集，如图 6. 2阴影部分所示，包括边界（粗实线）在内. 
【 3138 】 “= Vl-x 2 -y 2 . 

解存在域为岡 a : 2 + y < l ， 如图 6.3 阴影部分所示，包括圆周 在内. 




解存在域为满足不等式 〆 + y > i 的点集，即圆 p+y = 1 的外面，如阁 6.4 所示，不包括圆周（虚 
线）在内 • 


【 3140 】 M = N/(j 2 +y-i)(4-j 2 -y>. 

解存在域为满足不等式 l </+ y <4 的点集 •如图 6.5 所示的环，包括边界在内. 



解存在域为满足不等式的点集.由 《 r 2 + y > i 得出 


(• T - + ) +/>(+)， 

由 p + yczo ■得出 （ x _ i ) : + y < i , 两者组成一月形，如图 6.6 阴影部分所示包括大圆圆周在内，但包 
括小圆圆周. 

【3142】“= y/\-{x z ^yY . 

解 存在域为满足不等式 _ l </+： y < l 的点集•如图 6.7 阴影部分所示•包括边界 在内. 

【3143】 M=ln (— 

解 存在域为半平面 i +： y <0, 如围6.8阴影部分所示，不包括直线1+3^=0在内. 


2 




图 6. 


图 6.8 


【 3144 】 « = arcsin 

解存在域为满足不等式 

f <1 或 ( j 关 0) 

的点集，这是一对对顶的直角，如图 6.9 阴影部分所示，不包括原点在内 
【 3145 】 w = arccos^-^j. 

解存在域为满足不等式 



<1 


图 6.9 


的点*，由 <1 得 W<U + ： y | ( x ^->), fiPx 2 < x 2 + 2 ^+y 

或: y ( y +2 j ：>>0 ，&m 

l y>0 ' 或 P <0 ， 

\y^-2x, \ y <： - 2 j*. 

但不能同时为零，这是由直线 ：： y -0 和： y _ — 2 o ■所 [ fl 成的一对对 
顶的角，如图 6. 10阴影邡分所示，包括边界在内，但不包括公共顶点 
o ( o , o > 在内. 

【 3146 】 ii = arcsin ^■ + arcsin(l 一 y). 

解存在域为满足不等式 

含 <1 及 \l-y\<l (y^O) 

的点集，即 

|仏， * 

\ 0 < y ^ 2 9 I 0< y <2. 

这 是由抛物线： y ， x，y = - x 和直线 : y = 2 所围成的的曲边三角形， 
如图 6. 11阴影部分所示，不包括原点在内. 

【 3147 】 u= Vs\nU 2 ^yb. 


【 3147 】 u= VsinC^+y). 

解存在域为满足不等式 

sinCx 2 +y 2 )>0 或 2kn^x 2 +/<(2 务+ 1 )tt 
(々 = 0,1,2,…）的点集，如图 6. 12所示的同心环族 • 



图 6. 10 



图 6. 11 





[31481 w = arccos — ■ . 

VPT7 

解存在域为满足不等式 /-^—r <】或 x 2 +/_ z 2 >0 

(• r，：y 不同时为零）的点集，这是阓锥 /+y—/=0 的外曲，如图 6. 13 阴影部分所示，包括边界在内，们要 
除去圆锥的 顶点. 



ffl 6. 13 



【3149】 u = \ n ( xyz ). 

解存在域为满足不等式 ■ ryX ) 的点集，即 

x>01 >0>0 ， 2>0 ；或 y<CO. z<ZOi 

工<0, : y <0, z >0； 或 tCO , y >0. z <0. 


其图形为空间第一、第三、第六及第八卦限的总体，但不包括坐标面，山于图形 
为读者所熟知，故省略.以下有类似情况，不再说明. 

【3150】 u = In (- l - x 2 -/+ 2 2 ). 

解存在域为满足不等式一 p — y + wsi 的点集.这是双叶双曲面 
j ： 2 - hy 2 - z 2 = - l 的内部，如图 6. 14 阴影部分所示，不包括界面在内 • 

作出下列函数的等 值线： 

【3151】 z = x - hy . 

解等值线为平行直线族 x -^ y = k , 其中々为一切实数，如图 6 . 15 
所示. 



【3152】 z = x z +y • 



^1 6. 15 



解等值线为曲线族 ( a ^ O ). 

当 a = 0 时为原点：当 a>0 时，等值线为以原点为圆心的同心圆族. 

I3153J z = x 2 - y \ 

解等值线为曲线族 ^- y l = k . 

当走= 0时为两条互相垂直的直 线：： y = ;r， ： y=—x •当 々关 0时为以 ： y=±_r 为公共渐近线的等边双曲线族， 

其中当走>0时顶点为（一#，0), ("，(^当^❶时顶点为⑼一^ 1 ^),…/ 3 !). 

【3154】 z ^ U ^ ty ) 2 . 

解等值线为曲线族 U + y ) z = a z (a^O). 

当 “ = 0 时为直线 jr + ysO •当时为与直线 i+ ： y=0 平行的且等距的直线 士 a . 

【 3155 】 z= 子 . 

解等值线为以坐标原点为束心的直线束 y^kx (x^O ), 

不包括 0：y 轴在内. 

13,561 ^=? w * 

解等值线为椭圆族 x 2 +2 y=a 2 (a>0). 

长半轴为〜短半轴为焦点为（一 ,0). 

I3157J 2 = v^xy. 

解等值线为曲线族 xy=« 2 ( a ^ O ). 

当^2«0时为坐标轴; r = 0 及; y = 0 .当《>0时为以两坐标轴为公共渐近线且位于第一、第三象限内的等边 
双曲线族•顶点为（一 a, — fl) 及 
131581 z=|xH-y. 


解等值线为曲线族 |x|+：y = 々， 

其中 A 为一切实数•当 x ^ O 时为 x - hy = k ,^ x <0 时为一: r +： y =^. 这是顶点 
在轴 Oy 上两支互相垂 fi 的射线所构成的折线族，如图 6. 16所示. 

【 3159 】 zHxl + b 卜 U+yl. 

解等值线为曲线族 |x| + |;y| — |:r+y|= fl . 

因为恒有 |« r | 十 \ y \^\ x + y \ ，所以 a >0. 当 a = 0 时•由 ：+ | y | = U + _ y | 两 
边平方即得 x ^ O , 

即为整个第一、第三象限，包括两坐标轴在内. 

当 a>0 时，: c ： y<0 分下面四组 求解： 

(1) x >0. y <0* x + y ^ O , | i | 十 ly | — | x + y | =*< i ， 解之得 

(2) x>0, y < 0 , U| + | ： y|-U+ ： y|= a ，解之得: r="^ ; 

(3) x <0, y > 0 , x + y ^ O , M + | y | — | x - f >| = a ， 解之得 x = 

⑷ x<Ot y > 0 , x + y <0, | x | + |： y | — |: r + y | = o , 解之得 y = \ - 

这是顶点位于直线 x + y =0 上的两支互相垂直的折线族，它的各射线平 
行于坐标轴，如图 6. 17所示. 



【 3160 】 z = g * t ^ . 

解等值线为曲线族(: r，：y 不同时为零）， 


m 6. 17 



其中々为异于零的一切实数.上式可变形为 

( I -士 )、 y 2 = ( 士)、关 0). 

当走= 0时，即得 e 7^7 = l ， 从而等值线为 o : = 0 即 0： y 轴，但不包括原 
点* 

当々关0时为中心在 Qr 轴上且经过坐标原点（但不包括原点在内） 

的圆束， B 心在(+ ,0)半径为| + |，如图 6. 18所示. 

【 3161 】 2 = ^ ( x >0). 

解等值线为曲线族 ( a >0). 

当 a = 1 时为直线 t =1 及 0: r 轴的正向半射线，但不包括原点在内. 

当 0< a < l 与 a >\ 时的图像如图 6. 19所示. 



图 I 18 



m 6. 19 


【 3162 】 *- x " c ^( x >0). 

解等值线为曲线族 x > e〜= a ( a >0), 即: yinx — : r = l 加. 

当 c * = e M 时为宜线： r = l 和曲线:当 0< a <+, - j < a <\ 或时图像布满整个右半平面，如 
用 6. 20所示，不包括 Oy 轴. 



【 M63 】 U>0〉. 






解 等值线为曲线族 


(x-ay 


(是 >())• 


整理得 

当先=1时得 


( x + a ) 2 + 

( H 2 ) x 2 - 2 a ( l + k 1 ) x -\-( l - k 2 ) a 2 + (. l - k 2 ) y z 
0,即 Oy 轴.当 k ¥-\ 时，上述方程可变形为 


= 0 . 


这是以点( 


ad -^ k 2 ) 


「 _a(l + ife 2 )r , 2 _( 2ak \ z 

，o) 为圆心，半径为 y ^I 的圆族.当 0<々<1时，圆分布在右半平面；当々>1时，圓 


\-k 2 

分布在左半平面. 

如果注意到圆心与原点距离的平方为 

rfl(14-^)1 2 _fl 2 [Cl-^ 2 ) 2 + 4^]_ t f / 2ak \ 

L i - p 」 = — =fl 十 

即等值线圆族与圆 x 2 + y = a 2 在交点处的半径互相垂 K (或圆心距与两闽的半径构成直角三角形），便知 
等值线圆族与圆 y+y 成正交.如图 6.21 所示. 

r 



【3164】 


arctan 


图 6.21 
2 av 



(a>0). 


： 2 + y - a 2 

解等 值线为曲线族 j 2 + 2 y _ fl i =々, 

其中 A 为一切实数，何要除去点 （一 a . o ) 及 ( a ,0) .当 A = 0 时，; y =0, 即为 Oi 轴.伹不包括上述两点：当 k 才0 

时，方程可变形为 ) ? = a 2 (l + i ), 

这是圆心在 Oy 轴上且经过点（一 d ，0) 及 （ a ，0) 但不包括这两点在内的圆族，如图 6. 22所示. 

【3165】 2r = sgn ( sinjrsiny ). 

解 若 z = 0, 则 siru ： 3 i n： y = 0, 此即宜线族 

x=mn 和 y—nn (m，/i = 0, 士 1 ， 士2,…） • 

若 — 1 或2=1，则 sirursinyCO 或 sirursinyX )， 此即正方形系 

miz<Cx<C.(m-hl )tt. mr<y<(n+ 1 )7r, 

其中— 如图 6.23 所示 ， z =0 时为图中网格直线；为图中 
带斜线的正方形 》 z =_ l 为图中空白正方形，但后两者都不包括边界. 

求下列函数的等 值面： 

【3166】 u = x + y + z . 



解 等值面为平行平面族 《 r +： y + z = 々，其中 A 为一切实数. 
【3167】 M = a * 2 + y + Z 2 . 


图 6.23 


解等值面为中心在原点的同心球族？十 u > o )， 其中当 fl = o 时即为 原点. 

【3168】 u = x z ^ y z - z 2 . 

解当 “= o 时等值面为圆锥 y + y 2 — 2 ^ = 0 1 当 “> o 时等值面为单叶双曲面族 ？+y — z 2 = a 2 
( a >0>; 当《<0时等值面为双叶双曲面族 一 I 1 — y + Z 2 = a 2 ( a >0). 

【3169】 m =( j ：+^) 2 + z 2 . 

解等值面为曲面族 U + y y ^ z 2 = a z ( fl >0). 

当 a = 0 时为 a :+： y =0 和 z =0 .当 a >0 时作坐标变换 


y 


+ — 予=专 Cr+ ： y), 

予 + _ycos + = 夸 (- x+y> 


这是旋转变换.在新坐标系中原等值面方程转化为 



这是以:/轴为公共轴的橢圆柱面，母线的方向平行于;/轴，准线为；/=0平曲上的拥脚 



T 


长半轴为以 轴脚 ，短半轴为泸'轴方向). 
y 轴在新系 O — 《 rVz ' 中的方程为 


而在旧系 o-xyz 中的方程为 

卜+尸0， 

[ z =0, 

即为所求的椭圆柱面族的公共对称轴. 

【 3170 】 u = sgnsin(x 2 + 3 ^ ~^~ zZ 
解当 u =0 时等值面为球心在原点的同心球族 

x l 4-y+z 2 =rm (n = 0 ， l ， 2, …）. 

当 U =— l 或 (4=1 时等值面为球层族 

njr<x 2 -|-y 2 +z 2 <(n + l)7r (n=0，l ，2,…）， 

其中 u=(-l)\ 

根据曲面的已知方程硏究其 性质： 

【 3171 】 z = f ( y — ax ). 

解引人参数 s , 将曲面方程 z =/(： y — ax ) 表成参数方程 
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<y=at + s^ 

U-/(s). 

今固定 S ， 得到以 / 为参数的直线方程，其方向数为1，0•因此，曲面为以1, fl , 0为母线方向的一个 
柱面.令£=0,可得 


： y=s ， 
z — fCs) • 


j ：=0, 

z =/(： y )， 


这是 x = 0 平面上的一条曲线，也是柱面 z = /(： y — 的一条准线. 


【3172】 2 = /(vV+y )• 

解这是绕 Oz 轴旋转的旋转曲 面的杯 准形式.令: y =0, 得曲线 

| y = o , 

\ z =/ Cx ) ( x >0), 

它是旋转曲线的一条母线. 


【3173】 w /(f )• 

解引入参数/， h 将曲面方程 z = o */( f ) 表成参数方程 


x = /t 

^ y=s/t (/ 关 0). 
r = // Cs ) 

今固定6•，这是以 f 为参数的一条过原点的 £ i 线.因此•所给曲曲方程为顶点在原点的一锥面，何不括原点 
在内 .令/ =1，得曲线 



这是1=1平面上的一条曲线，也是锥面 2 = 的一条准线. 


【3174】如 . 

解引入参数/，将曲面方枵 Z = ) 表成参数方程 


lz = /( s ). 

今固定 S , 这是一条过点 （0,0，/ U )) 的良线，方向数为1， s , 0. 因此，它与 Oz 轴垂直，与 ar ： y 平面平行， 
且其方向与 s 有关.从而得知，曲面 z = 表示一个直纹面.一般说来，它既不是柱面，也不是锥面.令 r 

=1，得到直纹面 的-条 准线 

厂 I 

\z=f(y). 

从此曲线上每一点引一条与 Oz 轴垂直相交的直线.这样的直线的全体，便构成由 z = ) 所表示的直 


»题号右上角“ + ”号表示题解答案与原习题集中译丰所附答案不一致，以后不再说明.中译本基本是按俄文第二版 
翻译的.俄文第二版中有一些错误已在俄文第三版中 改正. 



【3175】作出函数 F (0 = /( C 0 S /, S im ) 的图像，式中 


/( 〜）= 


O , 





解按题设，当 sim 彡 cosr , 即子 + 2 *«~I + 2々 x (々 = 0,士1,士2,…）时， F (0 = 1;而当 sinr < cosf , 
即一 4^+2^ t < r < f + 2 h 时， F ⑴ = 0. 如图 6. 24所示 • 

4 4 




[31761 若/(1，3»〉=^^，求/(1，予). 


解 


/(1,子）= 






2 xy 




【3177】若 /( 予) = ^广/ 


( jt 〉0> ，求 fix ). 


m 由 /( 子 ）=7 1+ ( f ) 知 /( i )=/ n ^. 

【3178】设 2 =6 + /(>/7-1).若当: y=l 时 z = jt •求函数/和 z . 

提示易知 /(0=/ 2 + 2 r •且 z=VJ + x-l ( x >0). 

解因为当: y = l 时2=尤,所以， 

/(>/]? 一 1)=工一 1 = < V ^ — 十 — l)[(Vx — 1) + 2]* 

从而得 /(0=/( f +2) = ^+2/, 

且 *= V ?+ x — 1 < x >0). 

【3179】设 z = : c +： y 十 /(: r -： y ) •若当: y =0 时 ， r = 〆 .求函数/及 z . 

提示易知 /( jt )=: t 2 — or ， 且 z =( i — y ) 2 +2>». 

解因为当: y = 0 时 r =: r 2 , 所以， 

?= i +/( j ：>, 即 /( x )= x 2 - x , 

a z = x - hy - h ( x -~ y ) 2 -( x — y )= 2 y - h(x — y ) z . 

【3180】若 /(x + j ， 含）乂，求 /( or ，}〉. 

提示 易得 


/(•r+y • 子 ）= Cr+ ： y ) 2 



解因为 


/(工+夕，^-) = x 2 —y =(工+30(工一夕）=(1+>») 2 ^p^=(x4-y) 2 


1-1 

X 

X 
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所以， 




【3181】证 明：对 于函数 


f ( j ：, y ) = 


有 


: r + jy ， 

Vim {\\ mf ( x 9 y ) } =1; !im { lim /( x , y ) } = — 1. 

从而， lim / Xhy ) 不存在 • 

x ^0 

y-o 

证 明思路 前面两个累次极限等式 ft 证，但因它们不相等，故知极限 Hm / Cr ,： y ) 不存在 


证 


= 1 , 


lim{ Iim/< } =lim( lim—} =lim 
iim{ lim/( } =lim( lim^v^ } =lim — — 1 , 

>—0 ，一 0 X-O \ r-^OT y I y—0 y 

由于两个单极限都存在•而累次极限不等，故 Um/(x, ； y) 不存在. 

【3182】证 明：对 于函数 

lim{ lim/(j f y) } =Iim < lim/(x f y) } =0 ， 

x^O ，一 0 广 0 濃 40 

然而 Um/Cr, ： y> 不 存在. 

x^O 

x-^C 

证 明思路 前面两个累次极限等式易证.尽管它们相等，但当点 （ x ,： y ) 沿直线 y = kx 的路径趄于 （0,0) 
时，有 


有 


Um /(. 


、，- k 2 x 4 丨 h 卜 I 


于是， lim /( xty ) 不存在. 

广 0 


证 } = lim { li 

，冷 0 y 寺 0 x-^0 \ yr 




口 ： rV + (H” 
xV 


)= Iim 0=0, 

) 一 o 

^ yr 6 — y y 卜把 0=0 . 

如果按 y = kx^O 的方向取极限，则有 

k Z 


S /<X，：y) = -务)” 

特别地，分别取 ife = 0 及走=1，便得到不同的极限0及 1. 因此 ， lim / U •: V )不 存在. 


x *0 


【3183】证 明：对 于函数 


/(Jt>) = (x+y)sii 


y 


累次极限 lim { Iim /( x ,>) } Ifllim { lim /( x f y ) } 不存在，但存在 lim /(: r ， y ) =0. 

0 广 0 y— 0 r— 0 x 一 0 

证明思路 只要注意不等式0<|/(0*，>»)|<|工| + |3»|,即易证极限1^/(文，>)存在且等于零. 

X — 0 

X — 0 

由于极限 lim /( x ， y ) 及 lim / Xhy ) 均不存在，其中务=士 1, 士2, … ，故两个累次极限不存在 • 


证由不等式 


0< 


( x + y)sin 


< U + y |<| x | + | y | 


易知 


lim/(xt.y) — 0- 

x—o 
yr^o 


但当 r 关 士， : y — 0 时 ，（or + ： y) S i n 丄 sin 丄的极限不存在，因此，累次极限 lim{Um/U, ： y)} 不存在•同法 

rk x y 0 0 

可证累次极限 UmUim / Crd )} 也不存在 • 

卜0 

【3184】求 lim{lim fix%y) }& lim { lim /( j :，>0 } ， 设： 

>-*6 T-^a 



•• tl)/(x,y) ： = 




⑵ /(文，>)=命 


6=+0; 


(3)/( x ^) = 


= 00,6 = 


1 2:+/ 

(5)/(i ， y) = logj ( j + 夕 ） ， a = l f 6=0. 


(4)/( x ^) 




l + x > 


= 0 t 厶= 


解 


(1) lim { lim fix^y) } = lim / lim ^ 7 ^ 7 1 = Iim0~0 

s—oo y-»oo x-^oo \ ~l y J x ~ •的 

lim { lim/(xfy) } = lim / lim - 2 1 = liml = l 

\ i — ^JC I y J y-^oo 


T 


(2) lim { lim f ( x 9 y ) } = lim J lim r-^ v \ = lim 

X-^4-00 y-^-^0 x-^^co \ y^^-o 1 I Jf j U 

lim { lim f { x , y ) ) = lim / lim ^ \ = lim 1 = 1 ； 

y- ♦ 十 0 ^ np I 1 I* X J j >*^ + C 

(3) lim { lim f ( x ^ y ) } = lim \ limsin \ = lim 0 = 0， 

y-^oo x-^oo * CXl" y • i-^oo 

lim { lim f(ar^y) } = lim { limsin ^-^r~ } ~ lim 1 * 1» 

(4) lim {lim fix ^ y ) } — lim ( lim —tan > = lim { lim — • lim tan - } = lim {0 

x-o w^o \ r^^ory 1 十 *r>J Jry 广的 1 ^xy t 卜❶ 


l ^ { 巧， (〜” = i ^{ ^ i lan Tfry }^^ 


tan 


1 +xv 


l+xy 


=Vl + u 


liml 

y ^°° 


(5) lim { lim /( x .^) } 


lim { limlog , ( j + y ) } = lim | | = limj ^= 1. 


Iim { Iim /( xt ^) } =lim j lim—r } 

>—o 及 yo ' ，一 I inr 


求下列二重 极限： 


【3185】 lim 


: 2 -工: y+y 

广 °° 

揋示 注意由： r 2 + y >2 k ; y | 可得 

0< 

解由不等式/+：/>2|:^|得 

x+y 


x+v 


l — xy ^ y l 


< 


R - 


0< 


< 


Ix+vl 


+ 1 _i_ 1 

x 2 + y -| x > T ^ Ixyl 


而 h ( M + T ^) =0 , 故有迦？-'/+广 0 . 

广 oo 广 OO 

x 2 + y 2 


131861 x^y 


提示 注意不等式。《券^ 1 ^ 1 ?^^"^?"^)^ 2 "^ 27 " 0 〉. 


解由不等式 


o < 


及 


Jisy(7 + 7) =0 - 


即得 Hm £ r Pr = 0. 


tanl } =0 t 
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【 3187】 lim 

o x 

提示 sir^ = sin^ ( ^ 0) 

卜 


解 


【 3188 】 lim Cr 2 +y>_ 

x^+oo 

提示注意 （ P+yMed 


= (x + y ) 2 e - < T +，》一2( f)( y 
(x+v) 2 


，并利用 564 題的结果 , 


解，少 2 w ■一 2 含含卜 0 . 

，一 ♦ OP 方 -» + M 

* ) 利用 564 題的结果 . 

131891 !(# 7 广 

提示 注意 。 <( + 〆• 


解由不等式 


0<(兩)、(+)及 jj -( y ) 


, 2 


即得 jj-(Plv) =° - 


【 3190 】 



提示注意 1 /y IrUx 2 +y > I ^<£l±Z>l I l n(x » +y > I , 并利用 1341 ft 的蛣果 . 


解由不等式 


及 


x 2 yin ( x 2 + y )|<^-^| ln ( x *+ y >| 

lim^— ln(x 2 + y )= lim4-/ 2 ln/ = 0t 


即得 lim(?+y ) 人 2 =1^^ 八 《’+’ 

x ~ H ) x -^0 

y —) ”0 

【 3191 】 lim(l 十丄 


解 lim ( 1 + 丄 ) 々 = lim (1 十丄广十， =lime 【 w+ 》】 六 = C 【 ” U ♦ 士 …占 

x^oo \ 工 ’ \ I ’ jr-^oo 


13192] lim 


InU 十 


^+7 






【3193】+若 • x = <0 co 呼，：/=岬岬,问下列极限沿怎样的方向史存在有限的极 限值： 


(1) lime^+r 2 ; (2) lim c^ 2 yl sin2x^. 

产 4»0 广 4»oo 


解 （ 1) lime^T7 = 


0, 

l , 

1 + 00 , 

3 ti 


)s<p= 0 9 

)s<p> 0 . 


于是，仅当 cos<p <0 即~|"< 9 <¥时，所给的极限才存在有限的极 限值. 

” 2 s\n2xy=^ 2 ^ 9 sin(p z sin2<p). 



当厂 ^ + 00 时， sinC^sin^) 有界，除 < p =^ (是= 0 ， 1 ， 2,3>外无极限，且 

• 0， cos 2 q ^ C 0 9 

1 1 cos 2< p = 0 1 
k + oo cos29j 〉 0 . 

于是，仅当 f <?<¥ 及 ¥<?)<¥ 以及 < p = o , 9= 冗时，才存在有限的极限值. 


iim 


求下列函数的不连 续点： 

【3194】 

+y 

解函数 《 = 在点 （0,0) 无定义，故原点 （0,0) 为此函数的不连续点.以下各题类似情况，不再 

y: 2 +y 

说明. 

【31抝“=竞. 


解直线 工 +^_0 上的一切点均为的不连续点. 

【3196】 u =^±^. 

解对于任意不等于零的实数〜有 

ar + y 1 1 

lL "： PTy - ^■二、+厂巧 

于是，对于直线: r +： y =0 上除去原点 O 外的一切点均为可移去的不连续点.而原点 0(0,0) 为无穷型不连 
续点 • 

【3197】 

解^ = 0上的一切点即两坐标轴上的诸点均为 « = sin ^的不连续点. 

【3198】 

解直线 x = mx 及 y=nn ( m，n = 0 •士 1，士2,…）上的各点均为的不连 续点. 

【3199】 M = ln ( l - x J - y ). 

解圆周 x 2 +y = i 上各点是 “=i n (i —？ 一 y> 的不连续点 • 

【3200】 m =—. 

xyz 

解坐标面：1 = 0, ： y =0, 2 = 0上各点均为《=&的不连续点. 




【3201】《= In 金 4 =• 

VU - a ) 2 + iy - b ) 1 + ( z - c) z 

解点(《，6，《0为 u=\n ——= 1 =： 

% /( x - a )* + ( y -6 ) i + ( r - c ) 4 

的不连续点. 


【3202】证明 ：函数 


( 2xy 

fU t y )= U 2 + y 2 

I 0, 


乂 +y 判， 

x 2 + y-o 


分别对于每一个变 量工 或 y (当另一变最的值固定时)是连续的，但并非对这些变*的总体是连续的. 
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提示 对于命 題的后 半部分，只 要证明极限 li m /Cr, ： y) 不存在. 

^0 

证先固定: y=fl 关0, 则得 a ： 的函数 " 


^( x )=/( x , a ) 


2 ax 

0, 


x = 0 9 


2 ax 


即(一 00 ;^^^— 00 ),它是处处有定义的有理函数•又当: v = o 时，/( X , 0)=0, 它显然是连续 

的.于是，当变数: y 固定时•函数 /(x, ： y) 对于变童 :r 是连续的.同理可证，当变 M z 固定时，函数 /(x, ： y) 对 
于变世 y 是连续的. 

作为二元函数 ,/(: r ,： y ) 虽在除点(0,0〉外的各点均连续，但在点 （0,0) 不连续.事实上，当动点 PU , y ) 
沿射线： V =^ r 趋于原点时，有 

" 、 ■• 2 kx 2 2 k 

力 /( x ^)- l , m x2(1 + ^ rTTF . 

Cy-4r> 

对于不同的 A 可得不同的极限值，从而知 lim / Cr ,： y > 不存在.因此，函数 /( or ,： y > 在原点不是二元连续的. 

r-o 

【3203】 证明 ：函数 /( x , y )=-|^ r + 

1 0, x 2 + y *=0 

在点 0(0,0) 处沿过此点的每一射线 x ^/ cosc . y-/sina (0< f < + oo ) 连续•即存在 

lirn/(rcosat rsina ) =/(0 f 0) » 

但此函败在点（0,0)并非连续的. 

t 2 -0 




证当 sina = 0 时，， 


1 或一 1. 于是，当 f 尹0时 •/(^ cosat / sina ) 


+ 0 


0,而 /(0,0)=0,故有 


lim /(/ cosat / sina ) = /(0 f 0). 

1^0 

当 sina 关0时，有 

「 x / 3 cos 2 asina /cos 

lim jKtcosa » tsina ) = lim - ； 一"" . 2 . 2 ■ = lim - z - r . • 2 — ^ .. 

r-o I 一 o rcos’a 十 / sin‘a #-o 十 sink 0 十 sii 

故 lim /( fcosa ， fsina ) = /(0,0). 

r -^0 

其次，设动点 P ( x ,; y ) 沿抛物线 y = x * 趋于原点，得 

lim f(xfy) — \im — i =-^^/(0t0). 
x-^o x ^rx L 


0, 


因此，函败 /( x ,： y ) 在点 （0,0> 不连续. 


【3204】 证明 ：函数 


y =0 


/Ufy)=^ y 

0 . 

的不连续点的集合不是闭集. 

证当: V 。关0时，函数/(1, 3 0在点（ < 2：。，別）显见是连续的，即 /( x ,： y ) 在除去 Ox 轴以外的一切点均 
连续. 

又因|/(:，>0—/(0,0)| = |/(无,30|<|1|，故知 /CroO 在原点也是连续的. 

考虑当0：。关0时，对于点（: T 。，0) ,由于极限 


lim /( Jo ， y ) = limx 0 


y 


不存在，故知 / Cr ,： y ) 在点(办，0>不 连续. 

这样，我们证明了，函数 /( x ，： y ) 的全部不连续点为 Ox 轴上除去原点外的一切点.显然，原点是不连续 
点集合的一个聚点，但它本身却不是 /(: r ，： y ) 的不连续点.因此, / Cr ，： y ) 的不连续点的集合不是闭集 • 
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【 3205 】 证明 ： 若函数 /(: r ，： y ) 在某区域 C 内对变童: r 是连续的，而关于 x 对变量: y 是一致连续的，则 
此函数在该区域内是连续的. 

证任意固定一点尸。 

由于/(工， 30 关于工对变童 : y —致连续，故对任给的€>0,存在而=於 （ e >>0, 使当 （ x •: y ')€ G , ( x ，/) 
且 b ' — /|<办时，就有 

i/(x,y)—/(x,^) I 

又因/(^)在点(1。，>。）关于变堵1是连续的，故对上述的 £ ,存在灸〉0,使当1：1—1。1<5 2 时，就有 

|/(x,yo) —/(xo .>»o) 

取0«1^11<5 1 ,而},并使点( > 2：。，：^)的5邻域全部包含在区域0内，则当点 P(x, ： y)W 于点（工。，>) 
的占邻域，即丨 PP 0 |< 在时， 

| x — x 0 » \ y — yo \<^ S \. 

从而有 l/( ： r ， y) —/(j ： o ， >OI<|/(i ， y> — /(■!：，>) | 十 |/( ： 1 ： ,> 。）一 /( 工。， >» 。 > 1 <-|~ + ~|~=6. 

因此， / U ,： y ) 在点尸。连续.由 P c 的任意性知，函数 / U •: y ) 在 G 内是连续的. 

【 3206 】 证明 ：若在 某区域 G 内函数 /(:r, ： y> 对变锖: r 是连续的•并满足对变 M：y 的利普希茨条件， BP 

|/(j,y)-/(x,/)|<Liy-/|, 

式中（: c, ： /)eG, (: r,/)eG 而 L 为常数，则此函数在该区域内是连续的. 

提示 利用3205 题的结果 . 

证由于 /< x ,： y ) 在 G 内满足对: y 的利首希茨条件，故知 fU ， y ) 在 G 内关于 x 对变甩 y 是-致连 
续的. 

因此，由3205题的结果即知， /( jr ，： y ) 在 G 内是连 续的. 

【3207】证明：若函数 /( Ay ) 分别对每一个变 Sz 和: y 是连续的，并对其中的一个是单调的，则此函 
数对两个 变锨的 总体是连续的 （杨定 理）. 

证不妨设 / Uo 〉 关于 x 是单 调的. 

设 （ A ，: y 。） 为函数 /( hy ) 的定义域 G 内的任一点•由于 /( x ，： y ) 关于: r 连续，故对任给的 e >0 •存在而 
>0( 假定衣足够小，使我们所考虑的点都落在 G 内），使当时•就有 

l /( x t y 0 )—/( x 0 .. yo ) l <-|-. 

对于点（尤。一5 1 ,外）及( < 1。+而，％)，由于/(：1：00关于>»连续，故对上述的€，存在灸>0(也要求灸足够小， 
使所考虑的点落在 G 内〉 ，使当 | y —: y c |< 杰时，就有 

I / Cx 0 ~ S \ * y ) —/( x 0 — Si . yo ) I <-| - * 

I / Cjo+A . y ) —/< x 0 +^, . y 0 > l <-|*. 

令 5= min {5 i ,Sz > ，则当 I <$ 时，由于 /( J ， y ) 关于单调，故有 

|/( xo + Ar , yo + Ay ) _ /( i 。， yo > I 

^maxj I /( j 0 +5 i , yn + Ay )— fix(i , y 0 ) I * I /( x 0 — di . yo ^-^ y ') — /( j ： o ，加 ）I } • 

但是 I/(jo 士衣， _ yo + Ay>_/(io • < yo〉I 

<|/(x 0 士衣 • yo ^- Ay )— f (. T 0 士厶 ， y<>) I + I /(xo 士 5i • yo ) — f (工 o .>»o ) I + 

故当 U ： r |<5, | A ： y |<5 时，就有 

I/(J ： 0 + 厶工 ， 夕 0 + 厶 ; y) —/(Jo ， ： yo) I <e ， 

即/(0：，少在点(：1：。，：^)是连续的.由点(： 1 ：。，>)的任意性知，/(：1：,30是0内的二元连续函数. 



【3208】 设函数 /( ljO 在区域 a <: r < A ， 上是连续的，而函数序列(„=1,2,…）在 
[>， A ] 上一致收敛并满足条件 6<%(： r )< a 证明 ：函 数序列 

F .( j ) =/ fx ,^( x )] (” = 1，2•…） 

也在 U , A ] 上一致收敛. 

证由于故厂（1) = /1>十（1)]有意义. 

由题设 /( x ,： y ) 在区域 a < x < A , « B 上连续，故在此区域上一致连续，即对任给的 e >0, 存在5= 
5 U )>0, 使对于此区域中的任意两点(1 | ，％)，(心，> 2 >,只要|4_心|<心 |： y , —: y 2 |<3 时，就有 

l/(xi .yi) —/Cx 2 fy z )\<e. 

特别地，当—: y 2 |<5 时，对于一切的: rel >, A ]， 均有 

\f(x,y } ) — f(x,y 2 )\<€. 

对于上述的^>0,因为在 [ a ， A ] 上一致收敛，故存在正整数 N , 使当 m>N, ^1>〜时•对丁一切 
的 : r € [ a ， A ]， 均有 

\< p n { x ')—< p m (, x ) I <5. 

于是，对任给的6>0,存在正整数 N , 使当 m > N , n >/ V 时，对于一切的•均有 

|F.(x) —F.(x)| ™ I A^*fw(x)] —/Tx.9uCx)]|<e. 

因此， /•% (: r ) 在 [>， A ] 上一致收敛. 

132091 设 ：1) 函数 /( x ,; y ) 在区域 l ? U <: r < A ; 6<： y < B ) 内连续 ；2> 函数 # 1 ) 在区间 U , A ) 内连续， 
且函数值厲于 K 间证明 ：函数 fXds / tx ，#」] 在区间内连续. 

证设点（ X 。，％〉为区域 R 内的任 一点. 由题设知函数 / Ud ) 在区域 R 内连续，故对任给的 e >0, 存 
在占〉0,使当|1-办丨<5, \ y - y 0 \<S (( uWK ) 时，就有 

|/(x,^)—/(x 0 .^o) l<€. 

冉由 9> U ) 在 U , A ) 内的连续性可知，对上述的占 >0,存在 J^XKOJ 取使当 I x - x 0 I < 
rj ( jr €( a ,> U ) 时，恒有 

I ^ Cx ) — 9 >< x 0 )| — \ y — yo \< d . 

于是 • 

即 IfXd - FUdlCe . 

因此， FU ) 在点办处连续.由点 x 。 的任意性知，函数 FCr 〉 在 ( a , A > 内是连续的. 

【3210】设：1)函数 /( x ,： y ) 在区域 K ( a < x < A ; frCiCB 〉 内连续 ,2) 函数 :r = 史 U , r /) 及(“，在 
区域 K '( a '< W < A ; 内连续，且函数值 分别厲 于区间 （ a , A ) 和 （6,«) .证明 ：函数 

F ( li . v ) = / tp ( u , v ) , 

在区域尺'内连续. 

证以下假定所取的 S 或7足够小•使点的5或7邻域都在所给的区域内. 

设点（办，％>为区域尺内的任一点，注意到 /( X , y > 在 R 内连续，即知对任给的£>0,存在5〉0,使当 
U — J 0 |<占， ly — yo 丨<5时，就有 l /( J ，_ y )-/( j 0 ，3» 0 ) |< e . 

再由及 0 的连续性知，对于上述的存在 1 /> 0 ,使当 | u — uo I < rj , \ v - vo 丨< 7 ,时，就有 

|x—x 0 1<5» \y~yo\<d* 

其中 j ：。 = 9( 叫，你 ） ， yo = 4 >(uo jVq ). 

于是，对任给的 e >0 •存在 V >0, 使当 U—iiolCy —货丨 < 7 时，就有 

—/[^)(uo ， Vo) ， tpiuo »uo)j !<e. 

即 | F ( M ， v ) _ F ( uo ， wo > l < e . 

因此， F ( U , U ) 在点 （ UoM ) 连续，由点 （ UoM 〉 的任意性知，函数玖《^)在区域尺'内连续. 
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§2. 偏导数.函数的微分 


i ° 偏导数在求多元函数的偏导数时，若计算中出现的所有偏导数均连续，则求导的结果与求导的次 
序 无关. 

2°函数的微分若自变 M •rod 的函数 / U ,>2) 的全增量可写为以下 形式： 

— AAx^r BAy^CAz+oip) • 

式中 A , i 3， C 与&，仏，&无关而 0= ViAjry-h (△: y > z 十 iAz ) 1 ，则称函数 / U ,： y ， z ) 在点 （ x ,： y , Z > 可微，而 
增苗的线性部分 AAr + f ^ y + CAz , 即 

df ( j ： t y , z )= fj ( x 9 y 9 z ') dx + fyCj ： fy , z ) dy -\- f \ Cx , y , z ) dz * (1) 

(其中 dx = Ar ， d _ y =4 y ， dz = dz ) 称为此函数的微分. 

当变数 x . y . z 为其他自变最的可微函数时，公式 （1) 仍有其意义. 

若 * r ，： y ， z 为自变居，且函败 /( or ,： y ,*) 有连续的直至 n 阶的偏导数，则对于高阶的微分，有符号 公式： 

d -/(: r , _>，《)■ (心 告 + ^夕^十基) f ( x , y t z ). 

3°复合函数的导数若如=/(0：，>^*>吋傲，其中 j * = 9>( m ， v )， = z = z ( m ， v >， 且函数9>，0，尤 

可微，则 


dw 


dwdx 


dyjdy ^ dujdz dtu 一 dw3x ^ 3w3y 
dy du dz du f dv dx Sv 9y 3v 


计算函数 

^ 2 xv 


dx Bu 

的二阶偏导数时 M 好用下列符 9 公式： 

9P t dw I BQi 3w 
du dx du dy 



( P, ^ + Ql iy ^ R ' fz ) 2 ^ 


3R\ dw 
du dz f 


其中 


S = ( Pl £+ Ql fy + R ' £)( P : h +Qt fy^ Rl + 安尝十勞 

尸 ^ 卜 If, ^ 


R\ dzv 
c)v 3z 


4° 方向导数若用方向余弦{<：0?5«，(：050，(：057}表示0文3^空间内的方向 /， il 函数 
则沿方向/的导数按下式来计算： 


/( I ,： y , 幻可微 


du du 

irr x ci 


du s ^+|^ cosy . 


d y 


函数在给定点的最大增长速度的大小与方向何用一个向 M —— 兩数的梯度 


gracing i + + 


给出，它的大小等于 


【3211】 证明： 


Igrad — Vd ^ + dj ) +( g ) 

/ i ( x ,6)-*^ C / Cx ,6)]. 


提示令9(文）=/(1, 6 >，命題卽易获证. 

注意在求某一困定点的导数及微分时，用本題的结果常可减少运算量.例如，3212题中，由于 
= J ：， 故 /；( x , l ) = l . 

证令 9 (h = /(： r , 6 )， 则 


【3212】设 /( jr ’ jOsx + b — Darcsin ^ y^j /:( x ， l ). 
解由于 /( X ，1)= I ， 故 /；( x , l )= l . 


18 


求下列函数的一阶和二阶偏 导数： 

【3213】 «= x 4 + y -4 x 2 y . 

解 J^ = 4x 3 — Sxy z 9 J^ = iy s —Sx 2 y t |^ = 12x 2 -8y 2 , |tj = 1 2y* — 8x z * 


ay 


d 2 u _ a 2 

Sxdy dye 


= -16 xy °. 


以下各題不再写 


d 2 u 

dydx 



而仅写 


3 z u 


因为当它们连续时是相等的，并且在今后各題中均 


把誌理解为告 ( 1 ^. 


【3214】 u = 




[32151 u = 


du 

m si 


X U _ 八 d Z U 2x d 2 U , 1 

y* 5 ? =0 ， w a^ =1 '7' 


& = 。， 穸 = 7 ， 杂 T —7 


[32161 u = 


Vx im ^ y i 


解 i^ = —± ——— ^xjx = _^_, 
dx w+y 2 ( 乂 +，”+ (y+y) + 

知一 _ xy 

石一 （ :2+/)r 

dx 2 r (: 2 + y ) 了 （ y + y ) + 

_£ — + A „ — ^ — = 工(2/-?) ， 

dy2 w )+ 2 < x *+ y>T (: l + y ) + 


d 2 u = ±r y 2 i 

3xd y ^ yL ( x *+ y )+」 

【3217】 u = xs \ n ( x + y ). 


(?+ y ) 


3 jy 3 _ y (2 x 2 - y z ) 
(/+y) + (p+y〉 音 


|^ = sin(x+^) + jcos(j：+y) ， |^ = xcos(x+y) » 

|^ = cos (: r +>») + cos (« z+y > - xsin (: r+y ) = 2 cos ( x + y ) -: rsin ( j : + y > 
— xsin ( x + y ) » ^- — cosCx - f - y ) — xsin ( x + 3 »). 


[3218] u 


2 xsirir 2 du 


3 2 u _ Zsiar 2 +4 x 2 cosx 2 d 2 u 2 cosx 2 d 2 u Zxsinx 2 









dx 


d 2 U 


Cr 2 +y+r 2 )j ’ °y U z +y 2 + ^)^ 9 dz (P+jy 2 + d) 音 ’ 


3 x 2 


2 ? 


a l u 


3 ^v 


利用对称性，即得 


3x2 (: 2 + y+ z 2 )j (: 2 + y + z 2 >+ ( p + y + z^r dxdy 

2y z -x 1 -^ d 2 u 2z 2 -x 2 -y 2 


( x 2 +y + ^)7 


3 2 u 

9 z u 

dydz (/+ y + z i )+’ dzdx ( x 2 + y +^>7 


^ y + r 2 )* * dzZ ( y + y + z 2 〉 音’ 

3 vz d 2 U 3 x 2 


132261 u-(f)\ 


解 M = 

du . 

j- x =zx y 


■= f(fr 


Bu 

r y 


一 w * 


- f ( 爹 )* 


g=(y )^7 - 


0=(- 2 )(-2-1>，广 , 




(f ):，& = (f )、 n : f ， 


[- f (f) X(f )■• 


dxdy 

3 2 u 

dydz 

9 l u 

dzdx 


(-丄“）， = 一丄 （ I)、 n JL 一丄 （ I )、- 
、 y r z y ^ y f y y x y / 


1 + zln 


( Mln "J)i = f (7) ln f+ 士 (f)' 


1 + zln 


y 

x 


(分 


(f). (f> 


0 )_ 


【 3227 】 u = x* . 


解 




Bx 


xz 


r y = T 


lar 


alar 


du 

Oz 


= — 


^ x ? lnx =-^. 


a z u 

a ? 


du _ 


xyz ~ — yzu 


d 2 u_\nx du_u\x\ 2 x 
dy 1 z dy z 2 


0 —加 


■ Z 2 d f z -2 uz 


y(y—z)u 

x l z z 


yu\nz(2z^ ylnj：) 
z 4 


3xdy xz 


(… g 卜 


u ( z ^ hy \ nx ) 

xz z 


3 2 U _ x ( 1 du u \ 

5^ =, nx lT ^-?-) = ~ 


2 3 


d Z 


= — 




dzdx 

【 3228 】 u = ^. 


yu(z+y\nx) 

xz 3 


解 




du 


d y 


— zy z ^ } lrur = zuy z ~ ! lnx, 


du 


dz 


y s Inxlny =uy larlny, 


3 l u 


(- 


• 3 u \ «y ( y g —1) 

dx) X 2 


d 2 u 


^1 









d 2 


： 2 + y 2 = 0. 


于是，当: >< a :<0 时，也有 

oxdy dydx 

仔细观察可以看到，在不同的区域上，一阶偏导数相差一个符号，但二阶混合偏导数却是相等的. 

( x z —y 

【3230】设 f { x 9 y)=\ Xy ^ 十：/ ’ 

I 0, =0. 

证明：/1(0,0)关/;(0,0). 

证明思路 先由导数定义求得 / UOd ):-》 及/;(: r ,0>= x . 再利用 3211題 的结果，即易获证. 
证由于 

0 

--一>, 


/(■ rty )-/(0 ty ) = Um lixl +^ 


故 f ， zi ^* y '> = — y ^ 从而， /%( o , o ) = ^[/ Uo ,^)] | _ o = — 1. 

同法可求得 /;(： r . O ) = > r , 从而盖 [/;(: r ,0)]| _。= 1. 

于是，/!；(0,0> 关/二 （0,0). 

【3231】设 《=/ Cr ，： y ， 2 ) 为 r * 次齐次函数•就下列各题验证关于齐次函数的欧拉定理 


(1) u ={ x -2 y+Zzy 


C 2 )u 


( 3 ) “=( f ) f . 


十 

解题 思路 为了书写的简便，我们仅限于讨论三个变量的情形.即只要证明下列等式 

工 /:(: ， y ，*)+>/ i ( 工 ， >•«) + :/ i (xt < yt*) = w/(xty t«). 

对于 （ l)n = 2,(2) n =0，（3) n =0. 

证关于 ri 次齐次函数的欧拉定理如下： 

设 n 次齐次函数 /( x ,： y , 2 ：)** 在区域 A 中关于所有变 ft 均有连续偏导数，则下述等式 成立： 

xfs(x,ytz)+yf'y(xtyfz)^zf f w (xtyfz) = nf(x f y,z). 

(1) 由于 ( tr 一 2 r ： y +3 fzV = r 7 u , 故“为二次齐次 函数. 又因 


du 

dx 


2( x -2 y +3 z ) 


^«=-4(j-2y+3z), |^ = 6(x-23f+3z) 


故得 x^+y~ + zj^ = (jc-2y+3z)(2x-iy^6z) = 2u 9 

即函数《满足欧拉定理. 


(2) 由于对任何的£>0, 


v Uxr + Uyr ^ Uzr >/ x l +y +之 2 




故 《 为零次齐次函数.又因 


du 

Tt 


y + r 2 


故得 


B 十 


( p + y + z 2 ) 了 

du . du 


du 

, G 


( x 2 + y + z 2 )7 


3 u 

" Tt 


Cr 2 +/+/> + 


— : + 2 rr = - 

dy dz (/+/+: 1 ) + 


( xy z + xz 2 — xy 1 — xz 2 ) = 0 


即函数 《 满足欧拉定理. 


⑶由于 （ g) tt = ( f 广=丈。•“ 。>0) 

故函数《为零次齐次函数.又因 


* 为了书写的简便，在这里我们仅限于讨论三个变最的情形. 
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du 

Bx 




du 


(-含 ) = -F 


In 


故得 d ln 7= 0 •“， 

即函数《满足欧拉定理. 

【3232】证明••若可微函数《/ = /(^, 2 ：)满足方程 


du , du , du 
T ^ y d ~ y^ Z Tz 


则它为 n 次齐次函数. 

证明思路任意固定区域中一点（: r 0 ,： y 0 , Zo >, 令 = 应用复合函数求导法则及超设 

条件可得 F '( f )= 0 . 由此 可知： F(/)=c ( C > 0 >. 令/= 1 ,即得 c = /< Jo . yo . ro ). 于是，/(/ 1 0 , 0 。，以。> =疒* 
f(x 0 ， y 0 fZ 0 ). 命題获证. 

证任意固定区域中一点（办，妁，2：。），考察下面£的函数（0>0〉 ： 


F ( r )- 


f ^ tx ^ t/yo t /2 o > 


它当 OO 时有定义且是可 傲的. 应用复合函数的求导法則，对/求导数即得 

F / (r) = -^ - {xof'jUxo ,ty 0 ,tz 0 )-^y 0 f f y^tXo fty 0 ， / * 0 )+*o/(/x 0 .f > 0 »^o> > - p^T f^ tx o *ty 0 ftz 0 ) 

= ^77 <^o/x(^o *ty 0 ,tz 0 )+ty () f r y Ux Q ,ty 0 )+/2o /1 C/x 0 *ty 0 — nfitxo ,ty 0 ttzo) > 


由于 fty 0 ttz 0 )^tyof ^( tx 0 ， O \>，【 z o ) + £ z 0 /:( M ： 0 f ty 0 ftz 0 ) = nf { tx 0 ^tyo ，丈 z 。）， 

故 F / ( O =0. 

从而，当 C >0 时，其中 c 为常败.现在确定 c . 为此，在定义 F ( r ) 的等式中令 r = l ， 则得 

C */( x 0 t^o tZo ). 

于是， F ( f ) = ^- ( -° - = fU 0 ，: y 0 , z 0 ) ， 

即 fitXo ftyo */ 2o ) = r /( x 0 . y 0 *^ o ). 

上式说明函数 /0 r ,： y ， z ) 为一个 71 次的齐次函数.这就是所要证明的 • 

【32331证 明：若 /< x ,： y ，*) 是可微的 n 次齐次函数，則其偏导数 /〖（ x ， y ， r )，/；( x , y ,*). /[( x . y . z ) 
是(《—1>次的齐次函数 • 

证 明思路 由等式 fOa :, ty , tz ) = rfCx . y . z ) 两瑞分别对 2 ■，: y , z 求偏导數即获证 • 

证由等式两端分别对: r ， y ， a : 求偏导数•则得 

tf \ ( tx , ty * tz )= t m f 1 (: r ， y ， z ) , tf \{ txUy * tz ') = t n f \{ x , y , z ) , tf \{tx ,ty , tz )= t n f \{ x , y , z ). 

其中 /〗（•，•，•），/;( •,•,•)，/' 〆 •，•，• ）分别代表 /< • ， •，• ）对第一个，第二个，第三个变儇 
的偏导数.于是， 

f \ itx , ty , tz ') = f~ l f \ ( x ， y ， 2 ) ， r “ y “ 2 ) W ’/' 2 (: r ， y ， z ) • f \ itx , ty , tz ')= t n ~' f ， 2 (. x , y 9 z ') , 

即偏导数 fsU ^ y . z ), / / ，（：1：，， 2 ：)及/',(工,> 2 )均为（”_1)次的齐次函数. 

【3234】 = 是二阶珂微的 ri 次齐次函数. 证明： 

证 明思路 利用3233 题 的结果，并应用关于齐次函数的欧拉定理，即得 
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( x h + yf y +z ⑴ 

(4+>^ + *去)努 =( ” _1 )§， ⑵ 

( x h +y f y +z fz)rz^ ( - n - 1) rz- (3) 

以上 （1)、（2)、（3> 各式的两端分别依次乘以 j ：、： y 、 z ， 然后相加，命題即可获征. 

证由3233题知及_均为（《—1)次齐次函数.应用欧拉定理，即得 

(4 十4+4洁=("-咱， ⑴ 

( x £ +;y ^ + ^)S =(n ~ 1) @ , ⑵ 

^ X h + y fy + Z hytz =in ~ X ' ， Yz (3) 

将 （1) 式两端乘以 ： r ,(2> 式两端乘以: y ,(3> 式两 瑙乘以 z , 然后相加，即得 


这就是所要证明的等式. 

求下列函数的一阶和二阶 W 分 ( X .： y,z 为自变 置）： 







【3241】 

姑 」 _ 2z _ (x 2 +y ) dz—2z(xdx^h ydy) 

m d “- - +奸 ( A 杨 >+?T7 - (: w ”， 

d z u = (乂 y' { (x 2 +y [2(jcLr+ydy)dr —2(jrcLr+^d.yJdz—2z(dr 2 +dy 2 )] 

— 4(^+^ 2 Xxdx4->rd3»)[(x 2 +y )dz— 22 (xdx+^dy)] } 

=^ j2 _|!y < 2z[(3o: 2 一 y )dx 2 + Sjrydrdy 十 （ 3y — x 2 ) d_y 2 ] — 4 (x 2 + y 2 ) (: rdr+ ydy^dz }. 

【 3242 】设 f(x,y,z 、 =^J^ ，來 d/(l.l ， l ) 及 d*/(l,l,l). 

解题思路本題宜利用3211題的结果，先求出/',(1,1,1>、/ / ，（1,>1)及/ / ,(1,1, 2： )后，得到 

/;< 1 , 1 ， 1 ) 、 /;( 1 , 1 ， 1 ) 及 /:( 1 山 1 ). 

再次，利用同样的思路，由 

可求得 / 。（ 1,1,1) 、 / 、（ 1,1 ， 1> 、 /'(1 ， 1,1) 、 / 、（ 1 ， 1 ， 1> 、 /%(1.1,1) 及 / 、（ 1,1,1>. 

最后，利用一阶微分及二阶微分的定义即可得 

d/(l .1 •l)=dr—d 2 /(1.1 t l) = 2(dy—dx)(dy+dz). 

解本颐将采用分别先求一阶及二阶偏导数，然后再合成以求一阶及二阶微分的方法.由于 



/:( 1,1 

1 ) = 1 , 

1 ) = 0 , 

/:( 1 ， 1 , 1 > = 1 ， / ； (l,y f l) = - 

- 女， /;( 1 , 1 ， 1 ) = 一 1 ， /:( 1 , 1 ,«) 

故得 


d/(l，l 

,l) = /:(l,l,"dr + /;(l,l,l)d ： y+/:(l,l ， l)dz = dr-d;^ 

乂因 

/ :(:,1 

1 ) = 1 , 


/ 1 ( 1 , 1 , 1 )= 0 , 



1 )=丄 

y 


/%( 1 , 1 , 1 ) = - 1 . 


/ • / ( 1 ,1 

z) = l 


厂 1 ( 1 , 1 ， 1 ) = — 1 , 


J X v 1 f 1 

Z 

i) = - 

t j y ^ 

J «\*t*t*/ * t 

/ 二 （ ia ， i)= 2 ， 



z) = — 

+ • / 二 u ， i ， 2 )=*. 

/%(i,i,i)=i. 


/:u,l 

z) = 0 t 

/l(l,l ， z) = 0 , 

/ 1 ( 1 ， 1 ， 1 ) = 0 , 

故得 

d 2 /(l，l 

， 1 > = / 

L(i ， i,i)cUWi,i ， i>dy+/ 

la,l,l)dr 2 + 2 /^(l,Kl)dxdy 


+ 2/^( l f ia ) d > d 2+2/ l ( l l ltl ) dxd 2 

= 2dy 2 — 2drdy + 2dydz— 2dxdz = 2 ( dy - dr 〉 （ d^+dz). 


【 3243 】 证明： 若 《= /y+y+z 2 ，则 d 2 «i>0. 


证明思路 


由微分的运算法則，易得 du = 



及 


d 2 “ = 士 [(:rdy 一 ydjr) 2 + ( 一 zd_y) 2 + ( zclr — jrds:) 2 ] ， 


并注意 u >0( 在原点处 du 不存在） • 


证 



d 2 u = ^■[“(dr 2 +d ( y 2 +d2 2 > - (xcLr+^y+zdzOdw] — '^ [(: rdy - ydr) z +(>dz—zd ，) 2 + (2 ： dr—:rdz) 2 ]. 

由于 a >0( 在原点处 du 不存在），故 d 2 u ^ O . 

【3244】假定: r ,： y 的绝对值很小，对下列各式推出近似公式： 
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解题思路 


( l +_ y ); (3) arctan 

'并 利用近似等式 


即有近似公式 


即有近似公式 

ln(l+x) • li 

本题如不用求偏导数的方法，也可直接 获解： 

ln(14-x) 

• ln( 1 +>») = [_i 

(3) 设 fCx , y ) = arctan 广 •则 


/#x( - r,0) = TT 7 , 

/ ； (0,0) = 1. 

于是， 

/(0,0) + /；(0 

即有近似公式 arctan f ^ f - y ^ x + y . 


【3245】用微分来代替函数的增敏•近似地计算 


1) 1.002X2.003* X 3. 004 


.97 


>•98 


(4) sin29 d tan46 0 | (5) 0. 97 105 . 

解 (1) 设 / Cr ,： y ，*) = ( l +: r >_( l +： y )"( l + W ， 則当 kl , l ： y |, l*l 甚小时，有近似公式（参两 3244(1)) 

f(xty%z)^\^mx-\-ny+lz. 

利用上式即得 

1.002X2.003 2 X3.004 3 = (1 + 0.002) • 2 2 + - 3* + 

〜1 • 2 2 • 3 3 (1+0. 002 + 2 + 3 ) = 108. 972 ； 

(2) , = = (1+0. 03) 2 (l-0. 02)-T(l-f0. 05)-7 

VO. 98 VlTo^ 

〜l + 2X0.03+(-~|")(—0.02>+(- + )0. 05% 1.054, 


1.02^ 
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. 2 i [ l + |(_0^3 )+i(Hfr] ^ 958; 
(4) 设 /(:r ，： y) = siartaror ， 则有近似公式 

A 工 ， W 


tany 0 + cosjo tan ^ o ( x — x 0 ) + y 。） 


)0 


在 本题中 •令 ：》：。=*|~， > = +，了一1。= 一 ifg ，》 fl== lfG ， 即得 


sin29°tan46°^sin -|-tan y+cos 号 urn f( _ llo) + _ TV (its )〜 0 . 502 * 

cos t 

(5) 设 /(文,>0=：1^，由于 

/；< ia )= £ /( - ra ) L=, =u /'， (1 ’ 1>= 砉川 o 〉 U =o ， 

于是， f 所以，我们有 0. 97 , o ^0. 97. 

【3246】设矩形的边 x = 6 mffl y =8 in , 若第一个边增加 2 mm , 而第二个边减少 5 mm , 问矩形的对角线 
和面积变化多少？ 


解面积 A = o: ： y ， 对角线/= 于娃， 


AA 勿 yd j + xd^t 勿 


vdv 


以 


6000, y -8000 t dx = 2. 办= 一5代人上述二式•即得 


免8000 • 2 + 6000( — 5) = — 14000 mm 2 — — 140 cm 2 ， 


6000 • 2 + 8000(-5) 


— 2 . 8 mm ♦ 


/6000 z 十 8000 2 

即对角线减少约 3 mm , 面积减少约 140 cm 2 . 

【3247】扇形的中心角 a =60° 增加 A = 为了使 蝴形的面积仍然不变，则应当把扇形的半径尺~ 
20 cm 减少若干？ 

解 诩形 的面积 A = + R 2 fl . 于是， ^ A ^ dA ^ RadR - h ^- R z da . 


按题设，应有 AA = 0, 即 


解之，得 


20 f ^ + T 2 ° z Wo ^ 


dR ^ — — cm ^ — !• 7 mm ， 


即应当使半径减少约 1 

【3248】证 明：乘 枳的相对误差近似地等于乘数的相对误差 之和. 

dM = dr + d ^ 


y 


证 设 m —xjftHlJ d « = jdy + ycb :， 从而， 

取绝对值，得 I ? hl 7 : l + I ^ l * 

上式各项均表示该 M 的相对误差，本题获证. 

【3249】当测 M 圆柱的底半径尺和高 H 时得到以下结果： 

R = 2.5 m 士 0. lm » H = 4. 0 m 土 0.2 m ， 

则计算出岡柱的体积会有怎样的绝对误差△和相对误差打 

解体枳 V = 7 t /? 2 H . 于是， nV ^ dV = 2 i , RHdR ^ nR 2 dH . 

以 R = 2.5, H = 4.0, dR = 0.1, dH = 0. 2代人上式，即得 

2 m 3 ， SV ^ |^| ^13^. 

【3250】三角形的边 a = 200 m 士 2 m , 6=300 m 士 5 m , 它们之间的角 C = 60°士 1%则所计算出三角形的 
第三边 C 会有怎样的绝对误差？ 
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解按余弦定律，有 
微分之，即得 


c 2 = a z +6 2 — 2 a 6 cosC ， 

cdc ~ ada + bdb — ^ cosCdti —— acosCd 6 + a 6 sinCdC . 


以 a = 200 t 6=300, ^200* +300 { -2 • 200 • 300 cos 60° , C = + , da = 2, d 6=5, dC=^r 代人上式， 

o 1 oU 

即得 dc ^7.6 m 

故第三边 c 之绝对误差约为 7. 6 m . 

【3251】 证明 ：在点 (0,0) 连续的函数 /(J ： , ： y>= 在点（0,0)有两个偏导数/丨（0,0)和/；(0,0), 

但在点（0,0)并非可微的. 

说明导数 /' x ( ： r ，： y) 和 /i(x, ： y) 在点 (0,0) 的邻域中的性质. 

证明思路只要证明在点（0,0)，表达式 

/( x ,^)-/(0,0)-/；(0.0) x -/；(0,0 )y 


不能表成 0(0, 其中0= vV+y • 易知 /^ ar . jy ) 及 /'/ x . y ) 在点(0,0〉的任何邻域中无界且有无意义之点. 
解 /；(0,0) = £[/( x ,0) j | x _ o =0, /;(0,0>-^；[/(0 o 0]|,_ 0 =0. 


考察极限 


/(i ， y)-/(o,o)-/:(o,o)i-/;(o,o) ； y — r /ToT 


hm -- £ ------ Iim 

^"•♦0 P ^ bO 


当动点 （ a :,： y ) 沿直线 ： y = ifea : 趋于点 （0,0) 时，显然对不同的 it 有不 M 的极限值 


V + y 2 

yi + k 2 


.因此，上述极限不存 


在，即在点(0,0>， 


/(I•: y>-/(0,0>-/:(0,0)：r — /;(0,0>：y 


不能表成 o ( p , 其中0= 故知在点 （0,0) 不可微分. 

X 关 0 t 


不难得到 


r ( x . y ) 



V \ xy \ 


lx 

>=-! 

0, 


无意义， 


x*-f y *—0 t 


因此， /： r ( x ，： y > 在点 （0,0> 的任何邻域中均有无意义之点及无界， / i ( z ,： y ) 的性质 类似. 

I 3252 J 证明，函数 vW 

0 t x*+y —o 

在点 （0,0) 的邻域中连续且有有界的偏导数和 /',0 ra ) •但此函数在点 (0,0) 不可微. 
证明思路先证函教 /( a :,： y ) 在点 （( K 0) 的邻域中 连績. 由不等式 


l/(«r ， y) I 




< 


p+y _ yF+y 
V 7 TJ 2 


ft 知 lim /(: r ,： y 〉=0 = /(0,0〉 •又 /( hy ) 在 x 2 + y 2 ^ 0 的点夏然连读，故 /(:r , y ) 在点 （0,0) 的邻城中连续 • 


其次，证明 ， x ( ar ,： y ) 及有界•为此，只要注意 

, ■ J 3 

X ( x , y ) = < 


「 2 +/关0, 


又当： r 2 + y 必0时，有 


( i 2 + y 〉 音’ 

0， X * 4- y 2 = 0. 

yi 


\ fUx , y )\< 


( y 2 )i 


即知 / i ( x ,： y ) 在点 （0,0) 的邻城内有界 • /〖 U , y ) 的有界性可类似地证明* 
最后，证明函数 /(x ，： y> 在点（0,0>不可微，仿 3251 題的证法. 

证函数 /(： r ,： y ) 在 y + y 关0的点显然是连续的.由不等式 

分 +y _~一 


l /( x , y )| = 




Jx r TJ 


< 


e +y 



知 


故 /( x ，： y > 在点（0,0)的邻域中连续. 


lim /( j f y ) = 0 = /( 0 , 0 ) 

广 o 




r 2 + y 2 )- 

0, 


p + y ^ o , 

i 2 + y =0. 


当 y + y 关 0 时，由于 




故 / l ( x ，： y ) 在点（0,0)的邻域内有界.同法可以证明 /', Cr ，： y ) 在点 （0,0) 的邻域内有界. 
由于 /'*(0,0) = / / ，（0,0> = 0,且极限 

Hm /(:，30-/(0,0>—3：/’“0,0)-，/;(0,0> = lim 一一 


广十0 p 

是不存在的，因此可知函数 /( h ： v > 在点(0,0>不可微. 




， ： r *+ y ^0. 


【3於3】证明 ：函数 . ( 

Ot x 2 + y 2 = 0 

在点(0,0>的邻域中有偏导数 /〗（: r ，： y ) 和 / Vid 〉， 这些偏导数在点 （0,0) 是不连续的，且在此点的任何邻 
域中是无界的；然而，此函数在点 （0,0) 可微. 

证 明思路 先证 / i ( x ,： y ) 及/'，(工,…存在.事实上，有 

2 x 

I Z.r^in — ;- r -: 


x 2 +y 


?+7 f 


j + y ^ o . 


lOt 


+y **o 


(其中 /' 真。 


类似地，可知 r ,： y > 存在. 

其次，证明 /)(： r ，： y ) 及 /^( x ,： y ) 在点 （0,0) 不连飨，且在此点的任何邻城中无界.只对/1 ( x ,： y ) 证明. 
为此，考虑 


f'j ( =-^= zsin 2 n 7 t — 2 V2nn cos 2 mr = - 2 


— oo (n-^oo) # 


于是， / i ( T ,： y ) 在点 （0,0〉 的任何邻城内无界，由此又知 / Ux ,; y ) 在点 （0,0) 不连续.至于对 /〖（ xa ) 可仿 
/ i ( j ，《 y ) 的 证法. 

最后，证明函数 /( x ,： y ) 在点 （0,0) 可徵. 

证当 1 2 +父关 0时 •/〗（: r ,； y > 及 /;( x ,： y ) 均存在，且 


f Ax , y ) = 2 xsin 

^( xi >) = 2 >sin 


2 x 


?+y 

1 2 v 1 


x 2 +y x 2 +y" v x 2 +y f 


又因 


/ : (0,0) = li m / ( J - ， - 0 〉 二 別 丄 0-) . = limxsin 4 = 0, 

«2 T /-♦O X 


/;(0.0) = lim « 


_ ， : 一 /(o 々 ) 一 /(o,o) _,:- 
y 

故知在点 （0,0) 的邻域内有偏导数 /;( x ，： y ) 及 /；( x , y ). 


7 


= 0 , 


考虑在点( 


y / 2 n \ 

"! ( 古， 


0) 的偏导数 / l ( x ，： y ) : 
2 


°)= 


v 2 rtK 


sin 27 r — 2 s / Ztvk cos 2 njr = — 2 


( rr -^ oo ) f 


因此， / l (： r ,; y ) 在点 （0,0) 的任何邻域内无界，由此又知 / l ( x ，： y ) 在点（0,0)不 连续. 同法可证/ i ( x ,： y ) 在 
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(0,0) 的任何邻域中也无界，从而， / iCr ,： y ) 在点 (0,0) 也不连续. 

最后，我们证明 /(： r ,： y ) 在点 （0,0) 可微.事实上/〗<0,0) = /;(0,0)=0,且 

,• /(• r ,： y ) — /(0,0)-： r /’ r (0,0) — ： y /;(0,0) » • 1 

nm £ -^- z - = Iimv / x z + y z sin ~ j 

^ p r^o x c +yr 

故得 /(x,y) = /(0.0)+x/ ； (0,0)+y/ ； (0 t 0)+o(^), 

即函数 / Cr ,： y > 在点 （0,0> 可微. 


= 0 , 


132541 证 明：在 某凸形的区域 £ 内有有界偏导数/ U * r ,： y ) 和/^(: r ，： y ) 的函数 /( hy ) 在此区域£:内 
致连续. 

证由于 / i ( x ,： y ) 及 /'，（: c ，： y ) 在 E 内有界，故存在 L >0, 使当 （ or ,： y〉e E 时，恒有 



1/(^1， yi )—/( i ” y，）l 

<l/<:i *yi)~/<xi *y*) 1 + 1 /<xi •力〉一/ Xi 丨，力 ）1 

= l / i ( i "0 l • Iwy * 丨 + 1/:(”，，2>1 • Ui — x 2 |, 

其中 S 介于: y,,：y: 之间， 7 介于 x,, 々之间.由偏导数的有界性，即得 

l /(: i ，3» i ) -/■(:”々)1<舍丨》1 -yi 丨+舍 l:i 一： r * 1 

(工 I 一 A )*+(% 一 W) 1 — j 2 ) 2 + (>»i —yt) 7 =L •/ (j, —x 2 ) z 4-(yi ,y 2 ) 2 


成 l /< P ,)-/< P ,)|< L | P 2 P ,|. 

(2) 如 ffl P ,6 E . 但点 U ,， 力） 和 （ my ,) 都+—定 £ •由于 Pi 和/ ^ 均为 E 的 

内点，故存在 R >0, 使得分别以 P , , P 2 为 M 心， R 为半径的脚（包括圆周在内）都在£：内.作两阓的外公切 
线及，则由切点均在 E 内知，矩形 Q , 兑整个落在£:内. 



不难看出，在直线段 P , Pz 上可取足够多的 分点： 厂=吣，外，从 2 ，”*，吣=尸 2 ，使 

| M *- l M *|<2 R 0 k = l ,2 ，…， n 〉, 

则以 I 丨为直径的圆全落在矩形内，从而也在 E 内.于是， 

|/(F i )-/(F 2 )|< 2 |/(M*)-/(M*-,)|< 2 i-|M*M*_,|=L 2 \M k M t - l \=L\P l P 2 |. 

会 ^-1 A-l 

这就证明了对 £： 中任意两点，函数 /( P ) 满足利普希茨条件. 

对于任给的 e >0, 取■，则当 P .6 E , P 2 e £：， 且丨尸《尸 2 |<树，就恒有 
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: /(P^-ZCP^KLIP, P t \<LS=e 


即函数 /(: c ，： y ) 在 £： 中一致连续. 

注用 3£ 表区域 E 的边界， E 表£：加上 aE 所成的闭区城.在本題的假定下，还可证明 /( x ,； y ) 可开拓 
为 E 上的一致连续函数.事实上，对上任一点 P 0 , 由軻西收敛准則知，当点 F 从£内趋于 P 0 时， /( P ) 的 
极限 A 存在（根据 /( P ) 在£有一致连续性易知它满足柯西收敛准則）.我们规定 / CPo )= A . 于是， /( P ) 在 
整个 E 上有定义.在不等式 

|/(P,)-/(P 2 )KL|P,P 2 | (P, ,P 2 eE) 

两蟪让 P,—•/VPoGaf：) 取极限，得 

i/(Fo)-/(p 2 )|<lip 0 P2I (PoesE, p 2 eE>, 

再让 p 2 — 取极限，得 

|/(Po)-/(P ； )|<LiP 0 P / ol (P 0 eaE. P ； eaE). 

由此可知， /(F) 在 E 上满足利普希茨条件，从而，/ (P> 在 E 上一致连续. 

【3255】 证明 ： 若函数 /(: r ,; y ) 对变 撤 *r 是连续的（对每一个固定的值 PR 有对变 _y 的有界的导数 
/ i ( x ,： y ), 则此函数对变和; y 的总体是连 续的. 

提示 利用 3206 題的结果. 

证设/>。（：1：。，：^)是所论的开域^：中任一点.取以八为中心的一个充分小的开球使 G 。 完全含于 
£：内.设在 G 。 内，有 T 是，当（*2：,：/),(1/>«于0。时，冇 

|/( i , y )-/ Cr ，/>| = |/;(:,0| • I /-/ KLI /-/ I . 

其中$为介于: V ',/之间的一个数，故 /(■ r . jy ) 在 G 。 中满足利普希茨 条件. W 此•根据3206题的结果知 
/(: r ,： y ) 在 G 。 中连续，持别是在 P D 点连续.由户。点的任意性，即知 /( hjy ) 在 E 内连续，证毕 • 

注从证明过程申很明显，本題只要假定 / i ( x ,： y ) 在£中每一点的某邻城中有界即可. 

在下列问题中求所列偏 导数： 


132561 


3 i 


dx z dy f dx l d^ 


，若 


解 3 

于是 ， di 


a = :r — y + i 2 十 
|^j = 2 + 6j:~63»+ 12 x* —Sy 2 . 

3 A u nA d A U ^ c? 1 u 

— 24 . -^- =0 - 


x — y +1* + 2xy+ y 2 + :r 3 — 3X 2 y — y 3 + 〆 一 \x z y l ^y A 


， 0 = 6+24 厶 


兩=。 

【3257】 二二 y • 若 m = j - InCj - y ). 

* - f ?= T - 

于是， sSfr 0 . 

13258] 若 M = jr 3 siny + ysirur . 


16. 


解 


|^j = 6sin^+y sin(x+y) = 6$^—y 3 


于是， dx 2 dy 3 = 6sin («V+ 孕 )— 6coSJ = _6 (cosy + cosx). 


132591 


d l U 


» ^ u = arctan 


x+v+2 一 


即得 


dxdydz ^ . . ^\- xy - xz-yz 

提示 注意 ii = arctaru :+ arctany + arctanz + e 7 r (e = 0, 或士 1 )• 
解 注意到 M = arctana :+ arctany + arctanz+eir ( e =0, 土 1) ， 
d l u 


dxdydz 


= 0 . 










解注意到 d 2 ( ax +6： y )=0, 即得 

d 鞴 u =d-(e~ 吻） 々 [cKfli+bU-se 虹吻 （a dr + 6 dy)\ 

【3276】 d •“，若 M = XU ) y (: y ). 

提示注意 d”w = ^] C n d m k XU ) d k Y { y ). 

卜 0 

解 d -« = 2 c ； d -* x ( x ) d i y ( y )= 2 a , x < m ~ k ) ( j ) y <4> ( y ) dx- 4 dy • 

砉 _o i =0 

【3277】 d •“，若“ = fU -^ y -^ z ). 

提示注意 d 2 ( x + y + Z )=0. 

解注意到 d z ( x +： y + 2r ) = 0, 即得 

d"M ( x +^ y + zXdr + dy + dz )-. 

13278] d _“， 若 “ = 

提示注意 d z iax -\- by ^ cz ) s = 0 . 

解注意到 d *( a < r +6： y +«)=0, 即得 

d -*/ = e - xf * y + CT ( adx +6 dy + cdz )-. 

【3279】 PJxad ) 为 ri 次齐次多项式.证 明： 

d" P „ ( x t y 1 2 ) = n ! P, ( dx f d> f dz ). 

证明思路注意列 /\( x ,_ y , z ) 可表示为形如 Ax ^ y ^ z r 的单項式之和，其中 A 为常數， p 、 g 、 r 为非负整 
数，且 p + q + r = n . 

由于微分运算对加法及来以常数是蜣性的（可交 換的〉 ，故只要征明 d -( x ^ y ^)= n ! dx 〃 dyd〆 ， 命题即 
获证. 

证 P “ or ,： y , d 可*示为形如的单项式之和，其中 A 为常数， />、 g 、 r 为非负整数•且/> + 9 + 


由于微分运算对加法及乘以常败是线性的（坷交换的），因此要证 cTf\(:r, ： y, 2 > = n!/\(dr,d ： y,ck 〉， 只 
要证明 d"(^^^)-=n!d^dydf 即可 . 亊实上， 

n\ 


) = CV f d ^ f (^ v f ) d r ( z r ) = 


!(P+9>! 


., d ，（/) cf ( y )( r ( 〆 ）] 


= ― il 


—• (/ >+9>! 
!(p 十 g>! p\q[ 


p\q ! r! dr’ dy dz r = n\ dx p dy q dz r . 


【3280】设九 


求 A “和 /\ 2 “=A(Aw > ，若 


(1)«=了 


于是， A«= 


• • du 

+ 7 y f 

xCZ-x 2 ) 2xv 2 


解⑴ w? 


(2) «=In Vx 2 +y. 

2xy 




CrW u*+yv 


2 +y 


一 u ， A 2 u = A{Au) = A{ — u) = —Au 


/on d 认一 工 du — y 

doc x 2 +y 1 3 y x z + y # 


于是， 


x 2 


y - =1, A 2 u=A(Au) 


x 2 +y 


= 0 . 


【3281】 设 = + .求 du ， 若 


(1) u=siazchy ； (2) u=\n y/x 2 +y • 
解 （ 1) - sinxch，’ |^ = siiuch>. 

于是， △«= — sinchjf+sinrchy = 0. 
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于是， 


- x 2 


d 2 u_ y-x 2 

57—(p+y v 

f j2 ~/ 
r (x 2 +/> 


由对称性知 ，3=7#^ 


= 0 . 


【3朗设 —( g ) 2 + ( g ) V ( g ) 2 , 


d 2 u k d 2 u 

a ? + a ?' 


求 么1 M 和 山^， 若 


(1) U = 


-Zxyzi ( 2 ) u= 


vv + y + z 2 

解 （1 M iM =9[ U 2 —; yz ) 2 + (y — 口) 2 + (^—： ry ) 2 ], ^ 2 « = 6< x +>+ r ). 


(2) 令 r - 


r t|W w = 


du 

dx 


dr 

dx 


d 2 u 1 , 3x dr 1 , 3x" 


由对称性即知 


A\u 


— V ~ T ^ T 7 T 7 ) i% 

竽 )+( - ★+ 竽 )+(—++ 孥卜。 • 


求下列 复合函数的一阶和二阶 导数： 

13283] «-/(^+/+« 2 ). 

m — ★ 4 - du r? 2 M d 2 U * < t r «1 ^ 44- H fa ft 3u du ^ U ^ U ^ ^ ^ 3" U 

提不先求 5? 及 4 利用对称性 ，即得 石 ， y 5?,_ 及^ • 

解 十 y + z l ), & = 2/， U l 十父十^> + 4^/"(/+/+^)， 

山对称性即知 


du 

r y 


=2^/ / ( x *+ y + z 2 )t 


9u 

3 z 


2r/ / (x*+y*+r 2 ) t 


d^u 

d y l 


= 2 / / (x 2 +y 2 +z , )+4jf*/ Ar (x , +y*+**). 


0-2/ ， Cr*+y+z*)+4z ， / ， (x*+ ： y 2 +* 1 >, 


兹 = 4 ”/W + 


d 2 , 


^Zdx 


= 4xz/"(x 2 +y+r 2 ). 


13284] « = /( x , y ). 

解 )+ 士广 1 (: ， f) ， f; =- 7 / ， i ( Xi y)' 

0=/1 (■r ， y)++/L + ^/L(i ， y). 


*) / 彳， /' 2 , / n . /1 2 均系按其下标的次序分别对第一、第二个中间交量求导教，以下各題均同，不 

再说明. 

【3285】 u = f ( xfxy , xyz ). 

36 




解 |^ = / 7 1 (x*xy,. 


z ix^xy^xyz^ + yzf^xjxy^ 


将 f \( xjxy ^ xyz ) f f zix ^ xy . xyz ) 9 / ; ( J ， ： ry ， J ： yz) ，简记为 /; •/; ，/;，以后不再 说明. 于是 


裝=/ '1 + y /'2 + yzf 3 * 努 = l/’2 十 xzf 3 , |j = xyf 、， 


= /ll ^yf 12 + y ^/ l 3 + y(f Zl + y / 22 +3^/23 )+ yz (/ 31 + y / 32 +^/* 

由于 / L =/ l , /1=/ L , / L =/ t (以下各題 均同〉 ，故 


./ L =/ L , / L =/ L ( 以下各題均同 >，故 
fn+^fn^y Z ^f^^2yf\ l +2yzf\ l +2y l zfu. 


同法可求得 
d 2 u 

57 


+ X 2 z / 23 + X 2 z / 32 + X 2 z 2 / 35 = X 2 / 22 + 2 x ： zf 2J + X 2 2^/33 t 




= x/ T 2 + X*/ T 3 + / ’2 + xyfn-\- xyzf » + */ 5 + xyzf\ t + xyz 1 f 33 
=xyfu -f xyz 2 /m+x/Tz 4 - x*/u+ 2xyzf L i + z/ i • 

§^ =x yf L + W “ + y / =^ yfu ^- x 2 yzf M - f - x/J 

13286] 设 《=/ U 十: y,«r ： y), 求 


于是， 


dxdy 


n +^/ Ti+>/21 + xy / w+/J = /Ti + ( x-f y )/1, ^ xyfn ^ ft . 


【3287】设“ =/( j : + ： y + z , x J + y + r 2 )， ( ^ ^ u =0 + 0 + 0. 


* t 


\+2xf\. 


0 = / / r,4-2x/^+2/ ； -f2x/ ： 1 +4xV«=/n+4x/Tz-f4x*/« + 2/；. 

由对称性即得 |^ C ,+4： y / T 2 +4//; 2 +2/;, 0 = / T .+4 z / T ,+4 r */»+2/； 

于是 ， △u = 3/ / [ 1 +4 U 十: y + z > 广:十 4(? 十 y + z *)/ # M +6/;. 

求下列复合函数的一阶和二阶全微分 ( Ay 及 2 为自变 置）： 

【3288】 u = /<0, 其中 f = x + y . 

解 du =/ '(^XcLr f d , y ) , d 2 u =/ ，， (/)( dx + d < y ) 2 . 

【3289 】 u = / ⑴，其中 

解 d “ w 杪 ？ 心 , d » u = r ⑴ ㈣ ； 严) - 2 一 2 广⑴ 吨 - d p 


【3290】 u = f ( 々+/ )• 


解 du = 

【3291】 

解 du = 
d 2 u = 


工 +y (/十 v 2 )+ 


‘ 十 y 工十 y (x 2 +y)t 

=/ ⑴， 其中 t = xyz . 
c f ( t )( yzda :^ xzdy ^ xydz )« 

f ^ COiyzdx + xzdy ^ xydz ) 2 +2 f \ t )( zda : dy ^ ydxdz + xdydz ). 
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【3292】 


f\ • (^dx+xdy), 

» 2 +4/; s • (^dr-fxdy) 1 
- ydy)( >dr+xdy) 

• (dr 2 +dy ) + 2 / 5 • (dx 2 — dy 2 )+4 f\dxdy. 






解 


d H u = (adx ^+6d.y J^+cdz ) /( 冬， 7 ， f >， 其中 


r = ax . 


【3304】 “ = /(6,7， f ), 其中 

^~a x x^biy+ciz^ 


)= by 9 ^= cz . 


rf x a2X+b 2 y+c 2 Zf 


解 = 


^=a 3 x4-633r+c 3 2. 

( aidx + ftidyH-ci dz ) 告+ (« 2 2 < 12 ：+ 62 <^+( 2 ( 12 )€十（{ 4 3 ( 1 ^:十&( 13»+( 3 dz )^ 




r^ ai 為) +<1 )卜 w }bz 争 " ^) +dz ( c, h 


+ C2 - TT+Ca 3 


ad 


) 




【3305】设 „=/( r ), 其中 r = v ^+ TT ? 和 / 为二阶可微的 函数. 证明： 

Au = FCr ) • 

其中 ^ = 0 + |^ + 0,^ 为拉普拉斯算子，并求函数 F . 


提示注意 


d 2 


(D 4 


穴 r) 


- x 2 


，利用对称性，即可证 


Au 


= / ， (r) + 2/'(r)l = F(r). 


* ff = /'( r ) 

由对称性即得 

0 =，⑺ 


g = r(r) - +r(r) 


- X 2 




( r ) 


一夕 




( r ) 


- r 2 


于是， ^w = ^ + ^4-^ = / /， ( r )4-2/ / ( r )- i - = F ( r ). 

【3306】设《和!；为二阶可微的函数4为拉苷拉斯算子（参阅3305题）.证明 


Muv ) = u ^ v + vAu + 2 厶 （ w • V 〉， 


其中 Muv ) 


dudv , dudv , dudv 


dxdx dydy dzdz ^ 

提示由拉普拉斯算子的定义易证本命题. 
B l iuv) . a 2 (mi/) . a*(«v) 


证 A ( uv ) 


dx z 


ay 


3 z 2 


= (“&># + 增 g ) + ( 居 +#+ 2 gg )+ 卜 &+ 冷 


= uAv^v^u^2A(ufV) $ 

这就是所要证明的. 

【3307】证明 ：函数 w = ln y ( j — a ) 2 4-(>—6) 2 

3 l u . d 2 u 


a 和 6 为常数）满足 拉普拉斯方程 


JP ^ J 7 


= 0 . 


证 


du 


x — a 


3 z u _ iy - by - ix-ay 
3 x 2 [( x — a ) 2 + ( y — A ) 2 ] 2 


dx ( x — a ) 2 + (y —6) 2 f 

由对称性即得 

d 2 u_ (x-a) 2 -(y-by 
W[(ar-fl〉 2 + 0-6> 2 ：T 

于是， &+&=。. 

【3308】 证明： 若函数(: r ,： y ) 满足拉普拉斯方程（参阅3307题> •则函数 

v = u ( PT 7 v 


7 ) 
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也满足这方程. 


提示 令 芒 = j2 眾 y 則 = jy ) ，利用 4 (尽， 7 ) + 1 /“ （芒， jp = 0 , 可得厶 v = 0 ,命题 


获证 • 


证设爸= 
从而， 

由于 


JT y 

~^ y ' 則 v (: r ,： y > = w (6 j 7〉. 

V « =M * - (6l) 2 +w: • () 2 + 2u^ x r! x + u\f a +u\rf„ , 

=w « * (6〉 2 + *4 • (>7;) 2 +2“；« + |^;+«;心， 

v 2 —x z / •# 2xy / 

—(?+ y )* = ，， 


6= 




Cr *+/): 

心 = •乂 = ( — O - （O - ^ 

及 *4 (€•>；)+ “：( 冬， 7)=0 ， 

故 Av = v xx - i rv „ 

=*4 • (6) 2 +M: • ( Tfr y 4 - 2u^ ^1J f x + U.\lf a -f Ug - (^)M - (一 6) 2 

+ 2 «; 7 : • ( — 6) 2 +*4 • ( — €*)+«’，• （一 7 :) 

=( u ；4- M ；)[( e ：) 2 +( 7 ：) 2 ]= o . 

即函数 l ; 也满足拉普拉斯方程. 

e 


133091证明：函数 《 

2 a VKt 

( fl 和 6为常数）满 足热传导方程 ^ = 

9U 1 ■ i ^ C ( x -6)*-2 a 2 0. 


证 


dt 8a 3 / 2 Vk7 


Bu 




4a 3 r y/%i 

& = ^ VS 7 e ^ C(x_6)，_2fl，0 - 

w ll ^. S tfc ® 5 I 1# l 7 =d2 0，BP 随“能赌 、，緣 

【3310】 证明： 若函数 《= u (： r , r ) 满足热传导方程（参阅3309题）•则函数 

° >0) 

_ ▼- 

也满足该方程. 


户 —- e 


4 i 


证设 u;=it;(x,0--7 ： e _ S _;, 此函数即 3309 题中的函数 u 乘以 2>/^, 并令 6=0 后 得到. 因此，它满 

a^t 


足热传导方程 


dvj _ 2 

a? =r _ 


ax 2 * 


显然有 


dry — 2x 
3x Aa z t 


2a l t 


令芒=心“)=表， 7=7(0 = -夫，则 

乙=0, 6 =-焉, 7;=^ F . 

由于 v = w ;( U )“($， i 7) 及 ，故 

v, -=u},u-\-tv • (u t ^, 4-u^I ) = a z zvLuXV • [«【• (- A 卜 V *. (A}} 





(式中 r = Vioc - aY ^ iy - by + iz-cY ) 当 r 关 0 时 ，满足拉普拉斯方程 

A — d 2 U t d 2 U { 9 l U ^ 

提示本题证法与 3282 趙 （2) 的证法完全类似 ，只 要将该題中的 i ,： y,z 相应地換成: r — a , y ~ b t z-b 
即可. 

证本题证法与3282题 （2) 的证法完全类似，只要将该 题中的 x ,; y , z : 换成 x — a , y — b , z — 6 即可.亊 



B z u 1 , UT-a) 2 1 ■ 3Cy-h) 2 3 2 u 1 , 3Cz~c) 2 

7+^^， 57—7 十 57 = ~^ + —7 — 

将上述三式相加，即证褂 ^(- J -)= o . 

【3312】证明 ： 若函数 《= uU ,： y , Z ) 满足拉往拉斯方程（参阅3311题），则函数 

1 (k l x k^y k z z\ 

(式中 A 为常数及 r = v / ZTTT ?) 也满足该方程. 

证证法 I 

设 ，则由3282題 （2) 知 

△S=Sl+S^ + Sl=0 ， (S ： ) 2 -f-(S；) 2 + (S：) 2 = J r = S , . 


S； = -^- = -S 3 x, S； = -S 3 y. S： = -S 3 z. 

记。 = Sa (^ 2 S 2 x , ife 2 S 2 < y , A ! S 2 z ) = Su ;( x , t y , z , S )^ F ( x , < y , r , S ). 

于是， + 

注意到和 F : 也是自变和中间变 gS 的函数，即得 

tL=F1+2F1 S ： + F： • (S：) 2 + F：Sl. 

由对称性得 ^ = ^^+2F；S； + F： - (S；) 2 +F：S^, 

vL=Fl^2Fl S： + F： - (S：) 2 +F：Sl. 

于是， ^ v =(Fl+F^ + Fl) + F： - (Si +S^+Sl)+ {2CF1 S；+F； S； + F； S：> 

+ F: • [(S；) 2 + (S；) 2 + (S , ,) 2 ]>. 

显然第二个括弧为零，也不难验证第一个括弧为零.事实上， 

F ^+ F ^+ Fl = ife 4 S 5 - (^,+ M 2 2 +^ 3 ) = 0. 

现在来计算最后一个括弧.注意到 

Stu, — 2k 2 S 2 xu\ + Zk 2 S 2 yuz f 2k 2 S z zu 3 =» 2jtuj x -\ - 2yw y + Zzvu ,, 

即得 


F ： • [(S：) 2 + (S；)* + (S:>*] = (S 功 
= S 4 ^ + 2 xS ^ itC , +2 yS 4 xt ;^ +22 S ^ u ； o . 
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( 1 ) 


= -2S 3 x - (xv\+Suu a )-2S 3 y (t ^； + S^)-2S 3 z - (u/, + Su ;，。 

一 2 xS * w a — 2 yS A vfy , — 2 zS i zv r 0 
= -S«u ；： -2xS*tt；l - 2^ zvy. - 2zS'xtC. 

比较 （1) 式和 （2) 式即知第三个括弧也为零.于是，圾后证得 △ viO . 
证法2: 

本题也可直接求出进而证得 △!；=(). 亊实上，设 


= — S 3 • (2： rw / 


(2) 


7^= f »* 7^=^* 7^=^* 


利用3306题的结果即得 


1「 汐 2 (名1山山〉 丨 

卜 TL —"5 T - 


V “（ f | “2山） 


+M (，丨 “2山 )△( + ) + 

_ 


Ou ( l x ftz 
dx 


^( t ) 


■ du(ti 山，“） h , h ) !( t)i 

dy dy dz dz # 

■ 


(1> 


为书写简便起见.记 U (/, A ,U = U . 分别求 u 及+对： r 、; y 、2： 的一阶偏导数 

I ■卜 1 g (¥)+&(-，)+£(-，)]• 

^•(- ， )+ 語 (¥)+£(- 学 )] • 

初 (-学 )+1^(-笋)+&(¥)} 

dx r 3 f ay r 3 




从而得 

d 2 u 

a ? 


(亨&(-宇 h 磊(-学)](手 )+#[ 


-2 xr K -\ xr 2 { r z -2 x 1 ) 


MS (手) + &(-，)+嶷(-穿)](-，卜窘[二 
叫蛊 (亨) +嶔(乎)+§(-学)](，卜 * fe [ 


duV —2 yr ' -4 j :^(—2 xv ) 


-2 zr 4 -4 xr J C -2 j ： z ) 


n D n 

-- ■?ulk • - • 

dul 办 " Ladus: 

\ —/ / \) / 

^-2 ,l 〆 

- 〆 一 

/(\ /(\ /l\ 

I - 1 I - 1 t - 1 

IP-?): 

&(-5i-5i- 



& 






I_I 

II 
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a^u 


(-笋 )+ 為 (- 2 夕) + 為(亨 )]( -笋卜 針 


+k { 


+P 


St } dtz \ r A } • dt x at 3 

d 2 u ( 2xz \ t d 2 u / 2yz \ t d 2 u 


2 xr 1 -4 zr 2 (-2 j Z ) 

? 


[為 (-，>&(-»為 (与 ^)] (-梦卜喵 [ 


3uV - 2yr x - Azr 2 { — 2yz ) 


3ur - 2zr 4 - 4zr J ( r ^- 2z 2 ) 

? 


: a (-男 +轰(-，)+&(亨 )] (辛卜 

将 if ， I ?， if , 及&， 0 ， § 代人⑴式，合并整理，并注意到 


即得 


Av l 


+ 


△(+) =0 及 y + l ^ + l ^ =0 ， 

qs + s + s )-¥(: 3 » g )+。. |, B 

字(令 y» ’ 


上式说明函数1=汉尤，> 2 )也满足拉普拉斯方程. 

【3313】证明：函数 u ^ Ql c JL ±£ l ^1 


(式中 


^ rz 2 , G , C 2 为 常数）满足 亥姆霍兹方枉 

. a 2 w , a 2 tt 2 


证设 V : 


!£；= 一 e # 则有 


U 


v ^ C 2 w . 


x/ ， x/ r r:=e - (- 去 - f )f =，• ( + 十 f )， 

K ， Of •卜. (_f _ 斧) f 1 ，. {^ + f ) 
，•[(♦+ 萝 +S)I 2 -去一 fv 


利用对称性.即得 


^V=v [(長 + _ + ^T)(*r 2 +y+2： 2 >_ 長一 _] = a 2 


v. 


u • 0 


记 6= — a ， 则 w=—c & •仿上述证明，有 

Axv = b r u lm iv . 

于是， 

Au = AiC x t ;+ C 2 tv ) = Cx Av + C 2 Axv = Ci a 1 v + Cza 2 w = a 7 u ♦ 

即 Au = a 2 u . 

【3314】设函数 mi =«丨（0：，>»，2：)及 《 z 满足拉普拉斯方程厶 “ = 0 •证明：函数 

v=U\ (: T ， y ， 2：) + (:r z +y +Z 2 )u 2 (x ， y ， 2) 

满足双调和方程 A (, Av ) = 0 . 

证 明思路 对函數 t ； 应用3306題的结策，并注意題设条件可得再重复应用同一结果于即可知 
函数 I ；满足双调和方程厶 （4 v >=0. 
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证利用3306题的结果，即得 

^ = Au \ 4- ( x 2 + y 2 + z 2 )^ u , + u z A (. x 2 + y 2 + Z 2 ) + 2(2 :r ^^+2 y ^^ + 2 z 

=6u2+4 卜尝 +，g +z 尝). 

« 复应用同一结果于得 

—) = 6 △“ 2 十 4 卜(势) + W 勞 )+ ^ 普) +势& +合 … ( 砮 + 鈇+ 鉍)卜 

由于 △( 势 )=&®xe) + &®)=d&+ 鈇 + 鈇 ) =f :(—。， 

卜。，心卜 

故最后证得 A ( Av ) — 0. 

【3315】设/(*2：，>0是 m 阶可微的 n 次齐次函数•证 明： 

(x^-hy^+z^) m /(x f y,z)^n(n-l)-(n-m-hl)/U.y,z). 

证证法1: 

根据齐次函数的定义知，函数/(*2：，>2)满足 

/(/ T 9 ty 9 lz ) = / m /( Tfypz ). 


(1) 


在 （1) 式两端分别对/求 m 次导数.苜先考察由求全导数的公式知 

df ^- r ^£)^ y ^ o + z af£) =r 




H 


a 2 / 

dixtY 


+ y ^f( 


^ r ) + z ai£k 


+ 2 


I 


沪 / 




a 2 / 


+ 2 


sr}++“/(ii5+ 巧 


(yt) 2 3{yt)d{zt) 


) 


= J " aUO ' 


d(zOdUt) 


^CzOdCxO ' ^ a ( zt ) a ( yt ) 

« +y 3^? + Z ， ^ uly +Zxy d ( J ){( yV) +2yZ «^)/(«) + 2rJ 

—般地，由数学归纳法可得 

^ Z = y 

dr 


a ，/ 


• tf 2 -3 


w 3 =广•(工 h^y fy^ z fz ) V ( w *> ，⑵ 


其中总和是关于 〜+〜+〜=//! 的非负整数的一切可能组合而取的，且 

C =—^— 

a ,! a 2 ! a 3 ! # 

而 （ D 式右端 对/求 m 次导数.得 

[r/Cx.^tz)]^' =n(n—lh"(7i — m + l)f/(jr,y,z). 

比较 （2) 式和 （3) 式，令 r=l, 即证得 

+ >» ^-+-2 ) /(x,y,z) = n(rj— 1) —(w—m + 1) fCx 9 y,z). 

证法 2: 

当 m=l 时，由 fUjr ^ ty ^ tz ^^ ffCx ^ yyz ) 两端对 f 求导，可得 

df(tx,ty r tz) , 丄 3f(u*tyftz) " 、 ，入 … 

: oul ) J - 3 Uy )- +2 aa ^ - ^ /( D ， Z) (⑽. 


( 3 ) 


d 

Yx 
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令/ =1, 即有 


^ x h ^ y f y + z h )' f=nf - 

当 m = 2 时，由 3234 題的结果知(之^ +义^ +之^ ) f = n { n —\)/. 

在3233题中巳证得/;(0：,>:),/ / ，（0：0,2〉，/',(： 1 ：,> 2 ：)为（”一1)次的齐次函数. 
今设 m=/fe — 1时命@成立.对/1,/'，，/1,用数学归纳法的假设，即 


(x ^ + y aj ) /t = <w—l)(n —2) — (n~iH-l)/ / ,, 

(x Ji ) fy 3m (n—\){n — 2') — (n — k -^-\'), 

( X h^ y ^ z hy /x” - d(”- 2 ) …(”- 々 + 1 )/:, 

将 （ 4 ) 两端乘以 or ,( 5 ) 式两端乘以: y ,( 6 ) 式两 38 乘以然后相加，即得 

(x f^^~y ) /(-r*y**) = <«—l)(w~2) — (n —^+1) (x y z )/(x*y,z) 

—n(n —l)(n — 2> … （ n — 是 +l 〉 /(j ：， < y ， z〉. 

即当历=々时命题也成立. 

于.是，命题对于一切正整数 m 成立，即 


( 4 ) 


(5) 


(6) 


(I 垚+ ^ + 2 丢厂 / = ” (”一 1 〉 … (” 1 + 


1)/. 


【3316】若 z= S in ： y+/( S inx — sin ： y>, 其中/为可微函数•试简化表达式 


, Sz 

r^ sccy Ty 


解 sec: - secy 普 = secxcosj：/ ’ + secyicosy— cosyf ') 


声 +1 — 


即 seer + secy ~ 


133171 证明 ：函数 


(其中 / 为任意的可微函数）满足方程 


z = x m 




x ^ 2 y r y 


证 x 


ff+bff = +，"( 多)-爭 ’'( 含)卜 “S’ (含卜 "( 含卜: 


即 X Y X ^Ty = nZ ' 

【3318】 证明： 

(其中为任意的可微函数）满足方程 


z = yf ( x z - y z ) 


证 y2 If = y 2 2x ^ / ' 2 y / ' > = xyf = xz , 



c/a i 3 I * 2 


将上述三式相加，即得 


Du , r)u 

卞 ~^ 

<ia ： a 


【3320】设 x 2 =. 

证明： 

证把 W ，〜 u . 当作自变贵* 
“F xl + «. 

tvF l = iv f ' r j ’》+ 
将上述三式相加，得 

uF ' +vF : + xt.F 二 = ( mx ： -+ 


山题设得^ = 0.因为 I 不恒等于零，所以 ^ = 0. 同法可得 


¥ = 0, 1^ = 0. 


<ivj 


冉由题设，得 2 x |^= 
将上述结果代人 （1) 式，得 


2 ^X 


，， 2 ：y 


T ^ = Mt 2 z zr = Vf 2 zzr = u . 


“FX + ti ; FL =(^+^)/: + ( g + g )/;+(|^ + ^)/:= J /’ r + ： y/X 
即 uF [+vF t + xrF u .= j：f j ^ryf y + zf [. 


如袤把 10,2 当作自变量，也可以证明本題的结果. 


假定任窻函数等为足够多次可微的函数，验证下列 等式: 


3 z flz 


【3321】 = 0 •若 r = f ( i 2 +： y 2 〉. 


fl y 


证山于 


y 


ff ，.2 V ( i 2 +： y 2 >， 




所以 yr ^ r y =0 - 


【 3322 】 j 2 — 勞 + y =0 ,若 z=h + 9(jy). 

证 -巧 (g+V(o>W=o- 

【3323】 ( j z — y 2 )^ + xy — xyz • 若 (yeP )• 

证 （ j * 2 — y + 努=(1 ? — y >(^ + j>r ^ + — p-yefe ^~^= xye , < p = xyz . 


【3324】 xg + ag +戶!^ ⑽•若 “=，，(*•*)• 



将上述二式比较，即得 l ^= a 2 0. 

【3327 】 g — 2 + = 若 u = jr ^>( x ^ y )^ y ^ x -^ y ). 



(1) 一 2X(2) + (3), 即得 0-2 £^ + ^ = 0. 

133281 /& + 2 巧载+7穿孟 0 •若 M = ，(f ) 切(子). 


(1) 

( 2 ) 

(3) 


证…=妒(+)为芩次齐次函数， ) 为一次齐次函数.由3234题的结果（对于二元史成立) 

知 ( x £ + y f ;) “ i=0 ， ( T h ^ y ^,) W2==0 - 

于是， 


z 2 l? +2 ^^ +y f 7 ^( x £ + y fe ) l < Ul + M ?)= ( x £ + ^ fe) ZMl + ( J £ + ^^) 2M2=0 - 


注也可不用3234題的结果，求出偏手 数直接验证. 

【 3329 】 ，祭 +〜衾 + 乂穿=心一 "“，若 子) +' v (子) • 

证 明思路 注意“, = i > (子)为 n 次齐次函教(含)为1一 n 次齐次 函数. 对函數 《• 及 & 
应用3234題的结果（对于二元更成立），即知 

原式左端= ( j ： 去+ >» ^) ( m , +« 2 ) — n ( n — 1 ) u . 

证“, =* r >(+) 为”次齐次函数为1一”次齐次函数.由3234题的结果知 

(x ^ + > ) wi = n ( n — l ) a , , (x y ^ ) «z = (1 一 ”>U 一”一 1) m 2 = n ( n —1) m 2 . 

于是， x : j ^ + 2xy£^- y + y z ^ = (-r ^ + y ^ )'(«,+ u 2 ) = n ( r »- 1)(«, +« 2 ) = n ( n - 

值得注意的是 ，3328 逑即为本韪的特殊 情形： n = 0 . 

133301 Tx &，若 “ = <:+ ㈣ ]• 


1) 


}x du — , d Z U 
dx 卜 dxdy 


/ dll / i d 2 U ft t 曰 3u d 2 li du d 2 u 

> , T y = 0 ， 5 ? = 卜于是，万 J^y = TyJ7^ 


用逐次 W 分的方法消去任意函数 f 和^ 


【3331】 

m fx 

【3332】 


= x +< p (. 


dz 

d y 


=x 9 


干是 


dz 

dx 


dz 

r y 


o . 
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解 


裝 = 炉 + 多 〆 ，一琴 V. 于是， 21 || + 3^ = 20 ： 9 + 琴 V — 亨 V = 2 印 =2z. 


即 


2 xg+^g = 2, 

【 3333 】 z=<p( v/xM-/). 

解 G 


9z = __ 


dz 


dz 


y / x 2 + y 2 
【 3334 】 u = <p(x — yty—z). 
解 du / du 


Y 理一 于是 ， — 

d y y / x ^/ dx d y 


du / du / - / du / ^ ^ Su x du x du ^ 

巧 = 一 0+ 灼，巧 = 一灼 • 于是，石 =0 . 

【 333S 】 u -<p(f 9 f). 

IfO 


提示易得 


解 


du 

di 


y 


g 一 


du 

Z T Z 


屮 * 


92 


9u 


a ， 一含， 


•于 


()•》• 


*) 注意到 


•子）为零次齐次基教，本题即 33 ! 5 «的特殊情 


形 tn = 0. 


|3336] z=<p(x)+ip{y). 

* g-f ( X ). T *. £§- y - 0 . 

【 3337 】 z=<p(x)ip(y). 

dz 


解 〒 aT“， % = - ^ = W •于是 = 


dz dz 


rl l Z 

57' 


{3338] 

解 ff = ^+〆 ， 一 〆 ，于是， 

【3339】 *=^(y)+y0(y). 

提示注意凾数 z 为一次齐次函数，利用 3315 题的结果即获解 . 

解注意到函数 z 为一次齐次函败，由 3315 题知 

5z . dz 

x r x ^ y r y ^ z ' 

【3340】2 =史(0：>0+〆*^ )• 

解设 Zl = 9 0r ： y>, 则由 3331 題知 xj^-y d -§^ = 0. 

又为零次齐次函数，且函数 — : = 也为零次齐次函数 . 从而，函数 

3z dz / dzi 

ti = t * — y == I t * — ~ ■ 


dx 


g =(^ fe - fe ) + (^ fe -> t ) 


du 


是零次齐次函数.于是，由3315题知 : r g + y |^=0. 但是， 

du . du 9 ( dz dz \ , d ( dz dz \ 


故得 


2 a 2 z L dz Z _±_ Z 2 Z _ 2 Z 2 丄 

=x ^ j^ +x j- x - xy jiry +xy j^-y~ y r y -y j^~ x 57 十工 


dz 

dx 
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【3341】求函数 z = x 2 —/ 在点 M ( l , l ) 沿与 Oz 轴的正向组成角 a = 60°的方向 Z 的导数 • 
dz 


解 


djC 


3 z 

，石 


= - 2 . 


= cos 60° = 


2 , 


t = cos 30。： 夸. 


^ „ dz 

+ 是，万 


= 2-|- + (-~2)^= l - V 3. 


【3342】求函数 1 =/ 一在点 M ( l ， l > 沿与 0: r 轴的正向组成 o 角的方向/的导数.在怎样的方 
向上此 导数： 

(1) 有最大值》 (2) 有最小值： （3) 等于 0. 


m T x 


dz 

dz 

Ti 


=1. 于是， 


cosa + cos (90 c — a ) = cosa + sina = y ^ sin(a + 子）. 


(1) 当， in (< H •子 ) = 1, 即 a = | 时 ， g 最大 • 

(2) 当 S in ( a + 予）=一1，即 a = 罕时 • 最小 

(3) 当 sin ( a + 子 ）-0 •即 a = 亨或。 


今时， If -。. 

【3343】求函数* = 111(1 2 +：/)在点从。（办，力〉沿与过此点的等值线垂直方向的导数. 
解与等值线垂直的方向即梯度的方向或与梯度相反的方向.于是 


Oz 

Ti 


士丨 gradzl 


)0 


…。 =± V(lf) z +(f^ …。 W ( 為 ) +(rffe) 


=士 


%/ xJ+yJ 


C 3344 J 求函数 —一(# + 妄)在点 M (会 ,盖) 沿曲线 # + 多 一1 在此点的内法线方向的 牙数. 


解曲线 g + f = l 是函数 Z 的一条等值线.随* : r ,： v 的绝对值增大， zfi 烕少的，因此，曲线的内法 
线方向即梯度方向.于是， 


dz 

Ti 


4 


= I grade I 




:4 


■ V 2 Ca \±^) 


ab 


U>0, b>0). 


【3345】求函数 u = i ： yz 在点 M ( l , l , l ) 沿方向 / { CO sa , C o ¥, cosy } 的 导数. 函数在该点的梯度的大小 
是什么？ 


解 


Ou 

Ti 


cosa + cos /?+ cosy . 


Igradul 


- i = v ( I ;) +( S ) +© 


= V 3. 


13346] 求函数 m = —(式中 r = \/ x 2 4- y + z 2 > 在点 M 0 ( x 0 t , 


) 处梯度的大小和方向 


解 


du 

dx 


du 

3 y 


^ — 


或简记成 


在点 Mo 处的梯度为 


青， 无于 是, 


gradu = -—r (ji + yj ^zk) 


grad«= 


gradu= I 


lo 




Jo z 0 \ 

4^1 


其中 yd + W+d •从而得 
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|—务奵十奵 十芳) H ， 


八 

(grad u,x) 


£o 


八 

cosCgrad u^y) = 


A=-^i 
ro 


/\ 

cos(grad u^z 


=_ rl=-£i 

1 r 0 


ro fi ri 

【 3347 】求函数 u=x 2 +y- Z 2 在点 AU ， 0,0) 及 B(0,“0) 二点的梯度之间的角度 . 

解 grad“= {} = { 2jr,2y,—2z}. 若以 gradw A 及 gradu« 分别表示在 A 点及《点的梯度， 


则有 


gradu A = { 2 e. 0 . 0 } » gradii B = {0t2e,0>. 

由于 graduA • gradM B =2€ • 0 + 0 • 2c + 0 • 0 = 0# 

故知 grad^igrad 〜， 即在点 A 及点 B 二点的梯度之间的夹角为 

/\ 霣 

(grad u A •gradw 0 ) = -y. 

【 3348r 在点 iW(l,2,2> 处，函数 

tt=i+;y 十 z 和 i^j+y+r+O. 001sin(10 6 Ti V^ ^y z +z 2 ) 
的梯度之大小相差多少？ 


解 gradu= { U 1,1 } ， | gradw | =>/3. 

令 r= n/TTT+^.WJ 

^=1-1 OOOir —cos(10 $ 7rr) f ^ = 1 -1 OOOit ^-cos(10 € 7rr) f 

<Jjc r dy r 

1^=1 - 1000k 子 cos(10*icr>. 


在点 M(l,2,2 ) 处 g = g^MO^+^^OOOrr, 

g = I gr « d .| ^1000, V (|) V (|) V(|) Z =1000,. 


T 是•两梯度之大小相益为 Igradvl — | gradu | ^ 1 000 tt — 73 ^3140. 

【 3349 】证明 ：在点 从。（ <1 。，力，知 > 处，函数 

u = ax 2 +6/ ^cz 2 及 v=ax 2 ^by 2 +cz* +2 twx+2 pz 
U ， b ， c ， m ， ” ， p 为常数 a fl 2 +6 2 +c 2 关 0> 二者的梯度之间的角度 3 点 M 。 无限远移时趋于零 . 

证本题的题设条件 “ 点紙（办，加， 1 。）无限远移 ” 应该理解为 4 ^ 。 -00 ， >—00, A-oo 同时成立”（此 
时 VCaxo) 2 4- (6^o) 4- (.czo ) 2 —4-00). 否则，本题的结论不成立 . 

显见有 

gradw= { 2 <ij* 0 ， 26y 0 ， 2 f 2 c } • gradv= { 2ax 0 + 2m f Zby 0 + 2n • 2czo + 2/>} • 

令 


a = ax 0 f 容 = by” y=cz 0 to ： =axo^rn = { 
于是， gradw 与 gradi; 的夹角 0 满足 


、 P \ =6 yo + n =#+ n，yi = cz 0 + p = y + p . 


cos^= 


或 


e= 


(W — 


Va l +〆 + / /a!+^?+x5 

】 _ = ( 0 2 +^ + r>(aS + 虏 + /{)_( OQl + 期, + yy ，） 2 

C ° S ( t ^+^ + fKaf + 戽 +/5) 

+(a/i — a ； y> 2 + (/?/] —p ： y) 2 _ (na 一 rnp 2 + (pa 一 mY) z + (pp—ny> 
(a 2 十 〆 +/MW+/3! 十 yD (a 2 +/)(af + 虏十 7；) 
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于是，当 Va 2 +〆 +/ — + 00 时， 

再令 7=m a x( I m|，I ”|,| p|), 则下述不等式显然 成立： 

0 <sin 沒- #+ 〆 _+/)( 〆 + 虏 + A )~~ 

< ( 2 ^) 2 -^( 2^) 2 + ( 2 ^) 2 _ 12(/ 2 $ 
今 ^(^-659-3(^) 沪一 6 扣一 彐 


时）, 


于是，当 Va 2 +〆 十 / ，十 oo 时 ， sin 2 夕 — 0, 即当 VV 丄 〆+/ 4 + 00 • 卜 0. 证毕 • 

【3350】设《 = /(^ ， > 2 ：) 为二阶可微的函数•若 coso, co 硌 ， cosy 为方向 Z 的方向余弦，求 


^ U 土 / du \ 


|f = gcosa + gcos/? + 


W = (fc ^ COSa+ 誌 co ¥+fe cosy ) cosa+ (£a^ cosa+ l7 co ^ + £t y cosy ) co ^ 

+( S ^ coso+ g co 靖 + & cosy ) cosy 

=* 0 COS 2 a + f ^ cos 2 ^0 COS 2 y + 2 ^ cosacos /?+2 g ^ cos / Jco S7 +2 ^ cosr < 


【3351】 设 “ =/(1，>,0 为二阶 n 了微的函数及 

l \ { cosai tcos/?! tCOS7i } t It i cosa 2 ，cos 体 tCOsy 2 
为三 个互相垂直的方向 . 证明： 

⑴ ( ft ) 2+ ( lf ) l + ( ft ) 2 -( g ) 2 十 ( g ) 2 +( g ) 2 


/j {cosa” cos /? 3 1 cosy 3 } 


(2) ^ + + —= — + — + — 

卞 〜 i 3 /S Ox ^ dy 3 rl ^ 9 

证⑴ © : |； ( g ~-+ g _ + g 叫‘ 

= (| f ) 2 S CQS 、+( g ) 2 i cos 2 /?. + (| f ) 2 仝 cos l y, 

’ i_l 1 


+2 |j |； E cosa,cos^ +2 g|f E cosAcosy,+2 ~ 艺名 ^cosa, 


dudu 


du du 


由于 6 山山 是互相垂直的三个蚱位向量，故 

3 3 3 

Yj cosa^cos/X = 0t cos/XcosXi =0, 


r.=0 f 


i cos 2 尽 =1 ， S cos 2 y- = 1 - 


将上述 ig 等式 （2) 代人 （1) 式，即得 


( lf ) 2 +( g ) 2 +( l !) 2 =( g ) 2 +( g ) 2 +( g ) 2 . 


(2) 利用3350题的结果，得 

tw - Bt - 




+ 2 


zLj ^ Qt dy 1 4f CUb ^ 3? 

^±cosAcos y .- + 2^i 


r:cos 痒 


将诸等式 (2) 代人 （3) 式•即得 


一厂 …"-- dzdx ^ - - - • 

簏胃 1 

u 3 ： U , d 2 U _ d 2 U ,d 2 U^d Z U 


(3) 
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【3352】设 u = M ( x ,： y ) 为可微的函数且当3^=^时有 

w (: r ， y ) = l 及 |^ = x . 

求当 y = x 2 时的 g . 

解£“以〉$ + 辕 

当> U (: r ,； y ) = M ( x , x 2 ) = l , 故^^ = 0,且有 g = x , g = 2 x . 将这些结果代人上式，即得 


x-f 2 x |p = 0. 

于是，|^=一+ ( x ^ O ). 

I 3353 J 设函数 u = u (: r,：yO 满足方程0 —1_ = 0以及下列 条件： 

a ( j .2 x ) = x » u x ( x , 2 x ) = x *. 

求： ( jr ，2: r ) ， ( x *2 x )» 

解由于 u ( r ,2 < r>=:r •故 

u ；( x *2 x ) + 2«；( x ,2 x )-1. 

又因 « i ；( x ,2 x )- x *, 故由 （1) 式即得 

u,(x*2x )=g —. 

将 （2> 式两端对求 x 导数，有 

UyM {x%2x) + 2u„ix%2x)= —x\ 

由 u ；( x ,2 x )-^ 两端对 x 求导数，有 

u^(j,2x) + 2m^(x,2x) = 2x. 

联立（3>式和 （4) 式并利用题设条件解之，即得 

u tJ i.x^2x)^u„ (x,2j) = —-y- r, “: ， (j.2x) = -|-x. 

假设 2 = z (: r ,; y ), 解下列 方程： 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


十 〆 y ). 


J" 9>i ( 名 ) cU+^y) = 9(i>+〆>)• 


【3357】假设“ =« U ，： y ， Z ), 解方程 


- y ^ n-i ( x )+^„- 2 ( x ), 累次积分; I 次 ， S 后得 
= y" _1 A-i(j)+ > /~ z 95»-2(i) + … +W (x)+9^,(j). 

a 3 w - 


dx^ydz 


!== 9( *r ， y) + 0 (j • z) + X(jy ， z) 


【3358】求方程_ = 的解 Z = * U ,： y )， 使它满足条件 ^： U ，: r 2 ) = 
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解 


由 P = ： r 2 +2： y , 得 


，伸 z=x l y^y + 史 ( j ). 

又因 z (: r ， x z ) = l ， 故 lsx 、 + 〆 + 9 ( x ) ，从而有 9 >( j ) = 1^2 j 4 . 

最后得 z =\+ x 2 y + y 2 — 2 x *. 

d 2 z 


133591 求方程 


3y 2 


« 由 g = 2 得 


的解 2 = z ( o :,： y ), 使它满足条件 zU ,0) = l , z ；( x ,0)=. 

^ = 2y^<pCx). 


又因 2 ^(: r ， 0 ) = : r ， 所以 ，: r = 0 + ^>(: r ) 或 Jr = 9 )(: r ) •从而有 

dz 

r y = 

由此得 z = y 2 + xy+<pi ( x ). 

又因 Z ( I ，0> = 1， 故 1 = 0 + 0+ 沪 （ I ) 或 l =^(: r>.M 后得 


【3360】求方程 

d 2 z 


d 2 


解 由 


dxdy 


docdy 
x + y 得 


x^y 的解 * = 使它满足条件 z ( x ,0)= x , z ( 0 , y ) = y 2 


^^ x y^~\y 2 +9>» (工 ） ， z=Y x2 y + Y xy2 十 〆 * 1 ) +#，）• 


3x 〜 • 2 

现确定 9( i ) 及 #_ V > •由于 z ( x ,0)= x , z (0, y ) = y ，故有 

x=9(x)+vKo), y=p(o>+0(>») # 

于是， z = jr + y 2 + yx 2 y + yxy -[ ?> (0)+^(0)]. 

又因 z (0,0)=0, 故 9 ( O )+0( O ) = O . 最后得 

2= 工十 y + 4 •: ry (: r + y ) • 


3. 隐函数的微分法 


r 存 在定理 设：1)函数 F (: r ，^^) 在某点4(1。，>,々）等于零丨2〉以《0*)和 FiUddaAAom 
邻域内有定义并且是连续的； Zo )7 t 0 , 则在点 A〆 *!：。，：^) 的某充分小的邻域内存在唯一的单值 
连续函数 

^=/(x,y), (1) 

它满足方程 FU . y . z^O 

而且 ^0 = /^0 ty 0 )- 

2°贍《敝的可微性设除了上述条件，还有4> 函数 FU ,： y , z ) 在点2。（々，：^，々>的邻域内可微，则函 
数 （1) 在点 A〆 :*:。，： y 。〉 的邻域内也可微，并且它的导数 g 和 g 可从方程 

|f+£E 占 = 0 ,逆十江七 = 0 
dx dz dx dy dz dy 

求得.若函败 F ( x ， y Z ) 任意多次可微，则采用对方程 (2> 逐次微分的方法也可计算函数 2 的高阶导数 
3°甶方程组定义的隐函数设函数 6(4 ，…, : r _ ; %，…， ％ ) U =1,2, …， n ) 满足下列 条件： 


<2) 


) 在点 A 。（ j ： i 。 ， 
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，> o ) 等于零 


) 在点 A 。 的邻域内可微 


(ill ) 在点 I 函数行列式关 0. 



在这种情况下，方程组 

，…， u %， …， 30=0 ( i=l f 2 t -* . n ) 

在点 A 0 ( x , o ，…， x ^) 的某邻域内唯一地确定出一组单值可微函数 


(3) 


乂 = /i < ，…，> (!• s 1 ， 2 ， … ， n)• 

它们满足方程 （3) 及初始条件 /, < Jio . ••- * x m0 ) = ^ k » (*•= 丨，2,…， n ). 

这些隐函数的微分可由以下方程组求得： 

【3361】 证明： 在每一点都不连续的狄利克雷函数 


y ( x ) = 




0 . 


• r 为有理数; 
x 为无理数 


满足 方程： y 2 — ： y=-0. 

证当: T 为有理数时, y —: y = 1 — 1=0; 当了为无理数时， y —: y = 0 — 0 = 0. 因此，不论 i 为任何实数 
: r ， 均有 y t —y = 0 . 


【3362】设函数 /( x ) 定义于区间 U ,6) 内•在怎样的悄况下，方程 /(• rbsO 在 a < x <6 时有唯一连续 
的解 ; y = 0? 

解函数/( X )的非芩点的集合在区间 6) 内是处处稠密的，即 /(•!■> 的零点的集合不能充满区间 
(«,6〉的任意一个子区间炉 C =( fl ,6) .此时，方程 /( jOjysO 有唯一连续的解: y =0. 事实上，设 : y = 为 

方程 fCx ) y =0 的一个连续解 . x 。 € (a ,则 


(1) 当/( I 。〉 关 0时， 》• 然有；>(1。）=0» 

(2> 当/(办）= 0时，由 /( z ) 的非零点的稠密性知：存在数列 U , }，满足 A -^：。 及 /( A ) 关 0( n = l ，2, 
…）. 于是， 〆 ；〉雪0•由 y ( a ：〉 的连续性即得 y ( x 0 )- y ( limjr .) = Yin \ y ( x n )=0. 

pi-^oo 

于是•当 a <: r <6 时， y = 0 . 

反之，若方程 / U >; y =0 在 U , 幻内只有唯一的连续解: y =0 •則 /( d 的零点集必不能充满 （《,/>) 的任何 


子 区间. V 实上，设在的某子区间沢上 /( x ) s ( X 定义上的 函败： yo ( z ) 如 


yo(x) 


0 , 


P~ 


F^ J-a 一二 

一六[/一°一 


)* ， 


3( fl - a ) 


]• - a> ， 


0, 


,+ + 〈戶 - a >< 


x < b . 



• 在陈述本节大多数 e 目时•无条件地假定隐函数和它们的相应导数存在的条件满 足. 
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如图 6.27 所示，图中 c ,= a 4-^. c 0 = a +^， q = q + 3( ^~ o) . 


显然，: yo (* T ) 关0,但 _y = : V 。（: r ) 是方程 /( x ) y ^0 在 （ fl ,6) 上的一个连 续解. 

【3363】设函数 /( jt ) 和 〆 ■*：)在区间 （ a ,6) 内有定义且连续.在怎样的悄况下，方程 

f ( x)y = gix ) 

在区间 U ,6> 内有唯一连续的解. 

解下面三个条件显然是必 要的： 

(1) /( x ) 的零点必须是 〆I )的零点，否则; y 无解： 

(2) /(: r ) 的非零点集合必须在内稠密.否则•存在 （ a , 卢) CU ,6), 当 ze ( a , 沒)时，恒有 /( x ) = 
W ： r ) = 0 .从而当妁时，任意改变原方程一个连续解: y ( x ) 的函数值（但保持连续性）就得出原方程的 
另一个连续解（参看3362題的 图〉， 此与原方程连续解的唯一性矛盾. 

(3) 如果/(為> = 0•則对任一点列 x .- xo . /( x.)^O (” =1,2,…）均有 

是有限数且只与為冇关） • 

敁然，如果上述极限不存在或对不 M 的数列取不同的值均导致: y 不连续. 

反之，若上述三个条件满足，我们证明原方程的连续解存在且唯一.事实上，这时令 


在 /( r ) 尹0的点， 

， 0( :叫 () 

• 在 / (x)= ° 的点， 

m^ocj \X m ) 

这里任取: r ,- MT , /( j.)^o ( n = l , 2,…）.易知 >( x ) 是 （ a , 6〉内的连续函数且满足原方程，即是照方程的一 
个连续解.现若原方程在内还有一连 续解: y = y ,( x )， 则 


(- r )=^( j ) t f ( z ) y 0 ( x ) = g ( x ) ( a < x < b ). 
对任何 * r 。€ ( a , b)，Zi /( 1 。>关 0 ，则力 ( x 0 ) = ^ = yo (- To ) < Ti /( 1 。）= 0,取 

…）则根据: yd « r ) 的连续性，得： 

朦一 oo m^oo J \X m ) 


/(xJ^O (n=l,2, 


于是，: y »(： r )=>(« r ) (flOCW •唯一性获证 • 
【336 4 】巳知方程 


2 +y=i. 


y = y ( x ) (一1«1) 

为满足方程 （ i '> 的单值函数. 

(1) 有多少单值函数 （2') 满足方程 （1')? 

(2) 有多少单值连续函数 (2') 满足方程 （1')? 

(3) 设 ,（ I )y(0)=l|( ii > ： y(l〉=0 •用有多少单值连续函数 (2'> 满足方程 （ I '〉? 
解 （1) 尤限个.例如，令 


Vl —♦ 一 且: r 尹丄， 


: y 两 （ i> = 


-yr^, x=- 


(rt— 1 争 2,3, …） • 


则显然 y = yAx ) (^1=1，2,3，“0都是满足方程（1')的单值函数. 

(2) 二个： — 及: y = 

(3) ( i ) 满足条件 yC 0 )^\ 的仅 ： y = / T 7 ?" 这一个连续函数》 

c ii )满足条件少1)=0的有7=—^/1^及 ; y = v ^ 1 ?" 这二个连续函数 
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13365 J 已知方程 


i 2 =y • 


( 1 ，) 


设 


y ^ y ( x ) (― oo < x <+ oo ) (2’) 

是满足方程 （1') 的单值 函数. 

(1) 有多少单值函数 （2') 满足方程 （ r )? 

( 2 ) 有多少单值连续函数 （ 2i 满足方程 （ r >? 

(3) 有多少单值可微函数 （2') 满足方程（ 〆 ）？ 

(4) 设 :（I )^(1) = 1 »(H ) ： y(0)=0, 则有多少单值连续函数 (2') 满足方程 （1')? 

(5) 设 〆 1) = 1 及占为充分小的数•则有多少单值连续函数: y = ： y(:r) (1—5<x<l+5) 满足方程 （ U ? 
解 U ) 无限个•例如， 


UI , :竽七， 

y m ( x )=< ( n = l ，2•…） 

- 1 : 1 ， 士， 

都是. 

(2) 四个, >»=—•!：• 和 y = — III . 

(3) 二个:和 : y = : r . 

(4) ( I ) 二个 a =« r 和: y = U 1 >四 个：即 （2) 中之 四个. 

(5) 一个： 

【3366】+方程 /+ y =/+ y 定义出多值函数: yU ). 函数在怎样的区域内: 

(1) 单值， （2) 有二个值， （3) 有三个值， （4) 有四个值？ 

求此函数的分支点及它的单值连续的各分支. 


解由得 y —/+( 戶一 〆 ）= o •解之，得 •一 共有单值连续 
的六支，其中当即时有二支： 

y, = VT + VT +xJ- Y +/ ^T +xt ~^, . 

而当。 <++/—/<( 即时有四支： 

y3==< \/+ _ v4 _ + x * _ ' r ’ ■ ' ^ = Vt"Vt +x，_x ' ' 

:-- ^»=->>/ y - v ++: 2 二 , - - 1 . 

此外还有一个孤立点 (0,0)( 参* 1542題的 图像） .考虑上述六支的公共定义 域知： 

(1) 没有单值区域. 


(2) 双值区域为 0<| H <1 及: 

(3) 三值区域为1=0及士】. 

(4) 四值区域为支点的必要条件为 [ y - y +(^ — 即 4 y — 2： y =0. 于是， 

>»=0及尸士力. 


由 


: y =0 解得： r =0 及 x =± l ; 而由 ： y = 士+ 解得：.经验证，得六个 支点： 
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(-1.0), (1,0), 

(厚 - i )， （-禅孙 (-棒-分 

【3 3 67】求由方程 (/ 十 yp =/_ y 所定义的多值函数: y 的分支点和单值连续的各分支 

y^yU) (一 1 « 1 ). 

解由（ 〆 +/)*=/— V 得 y = T , i ^2^)± y 8 x-+T 
因为当 ui < i 时， yi ? rr > i +2 x *, 故单值连续的各分支为（共有四 分支〉 

其中 e (« r > 分别为 1. —1* sgn _ r ，— sgnjr . 

下面再求分支点： 

[( x 2 + y ) 2 — x * + y*]i = 2( x 2 - J ry t ) 2 y -\- 2 y = s 0 t 
解之得： y =0, 从而得及1-=土1.经验证得分支点为 

(0,0), (1,0) 及 (-1,0). 

I 3368 J 设函数 /(: r ) 当 a <: r <6 时连续，函 数 〆 : y) 当 c<：y<d 时单调增加而且 连续. 在怎样的条件 
下，方程 #：y)=/U) 定义出单值函数: y=v^[/(d]? 

研究例子 〆 I ) sin > r - hsh > r=xi ( H ) e" y = — sin 2 x . 

解 根据 ^：y> 的严格增加性以及 /：y>、/(x) 的连续性可知，若存在（: ryy 。） 满足 
xo 近旁由方程 9(：y> = /(x) 可唯一地确定: y 为： r 的单值连续函数 

y = q >- l L/Ml (满足;^ = 9>-〗[/(1。）])丨 （1) 

若更设满足不等式 

lim tp (, y )<. f ( z )<. lim tpix ) ( a < x <6)* (2) 

则显然函数 （ U 是整个上定义的连续函数. 

(j ) 设 = siny+shy (— oo <^< + oo) f f ( x)=x ( — oo < i < + oo ) •由于 〆 （ y > scosy + ch ^ y 〉 
0 (一00<>< + 00>，故是一00<^< + 00上的严格增函数，又显然有 

lim < p ( y )= — oo f lim 9 (> r ) = + oo ， 

’-♦•OO + » 

故不等式 （2) 满足.于是，由方程 S i ny + S h：y=-:r 唯一确定: y 为 *r 的连续函数•它定义在整个数 轴：一 oo< x 
< + °°上. 

(li ) < p ( y 、= a /( x >=- S i n 2 :r 虽然也满足題设条件，但此方程是矛盾的 （ e ”>0, — sin 2 x <0), 即 
不存在点 ( x c ,： y 。〉， 使有 c -- o *- s iaro . 因此，不能定义 y 为 z 的单俏函数. 

【3369】设 

x=y+(p(.y ). ( 1 ) 

其中9>(0)=0,且当一 “<：y< “时 /( y 〉 连续并满足 I〆 （: y > l <々< l •证明：当 一 e < x < e 时存在唯一的可微函 
数: y =： yU > 满足方程⑴且 ^0) = 0. 

证设 — y — 〆 >0，則 

( I ) 由于 〆 0)=0,故 FC 0,0)=0 i 

( |j ) 当一 oo < x < + oo ，一 a<_y<fl 时， F(a:，：y)， (: r ， jy > 及 F’，（j，：y> = — 1 — ^(y) 均连续； 

( Ml ) F ;(0,0〉= 一 1 一 〆 (0><0,当然 1^(0,0)#0. 

于是，由隐函数的存在及可微性定理知 ：存在 e>0, 使当 一6<：1：< £ 时 ，存在唯一的可微函数: y = ： y(x) 满 
足方程 xsy + fO 〉 及 3»(0> = 0. 

【33*70】设: y=;y(:r) 为由方程 1 = 4+〆：/) 所定义的隐函数•其中常败々关 0, 且 史 (: y) 为以 co 为周期的 
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可微周期函数，且 丨 〆 （: y >|< U | •证 明：: y = f + 〆 ：!•）， 其中 # x ) 为以 UU 为周期的周期函数 ■ 

证由于工=是; y +9^ ，故岩=是+ 9 /( 30•又因|^ ( 川<|灸|,故 g 与走同号，即: r 为: y 的严格单调函 
数，且为连 续的. 由于 〆 : V )是连续的以 CO 为周期的函数，故有界，从而，当 A >0 时， 


当 A <0 时， 


lim j=— = 

r ~» — 叫 

lim +■ 


lim x = +« 

lim x= — • 


由此可知，其反函数: y == : y (: r ) 存在唯 一 ，且是 一 oo < x < + c « 上有定义的严格单调可微函数.令 

yix) — = (_ oc < j < + oo ), 

则由 x = ky { x ) +^[ y ( x )] * 史[>(: lO + oOs ^ C〆 ：!：〉] 知- 

x-\~ku} = ky(,x)-\-<fi y(.x)~\ + koj= k[,y{x)-¥u)]^-<p[.y{x'>+a)]. 

从而，根据反函数的唯一性，得 

y ( x +^ o ；)= < yC - r )+ a > ( — oo < j < + oo ). 

由 （1) 式与 （2) 式.得 

0 ( j +々 oi > = y(j：+ 是 a ；) — I ■ 走灸 W = y ( J 〉 一子 = 0(jt> (一 oo< ： r< + oo). 

同理口 J 证 tp ( x — k ( o )=^( x ) (一 oo < j <+ oo )， 

故 〆 •!■)是以 IAU 为周期的周期 函数. 由<1〉得 


(1) 


y =>»(. r ) = - t-x + ^ Cj ). 


证毕. 


对于由下列各方程定义的函数 1 求 :/和 /: 

【 3371 】 x l + 2xy-y 2 =a\ 

提示可用直接求导法或徵分法解之.但必須注意，在使用微分法时， d z *r = 0. 

解用求导及微分两种方法解之. 

解法1« 

等式两端分别对 r 求导数，得 2_r + 2 ： y+2r;y / -2 ： y;/ = 0, 故有 

v ' = 2±£ 

: V — 〆 

再对上式求导数.得 

^_(y-x)Cy-h\)-(y-k-x)Cy-\')_2y-2xy_2y(y-x)-2x(y^x') 
y ~ iy-xY — (>- x ) 2 ~ ( y - x ) 1 

— 2(y — 2 J ： y — Za l _ la 1 

— iy-xy — iy - j ： y ~( x - yy ' 

解法 2: 

等式两端分別微分，得 

2xcLr + 2xdy+ 2ydx - 2ydy=0 9 

故有 t=^i- 

对 （ i > 式两端再微分一次，并注意 d 2 j *=0, 得 

dx 2 ~h2dxdy— dy 2 + (x — y)d 2 y=0^ 


故有 




1 + 2 砮-② 2 1 + 勞 -( 肖 ) 2 


2 a 2 

( x - y ) 3 
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【3372】 In =a 

提示仿 3371 题的解法, 


解解法1:等式两端对 X 求导数，得.解之即得 


y; 由 . • 

工一: V 

将上式再对 X 求导，得 

工一 : yKl + A-Cr+yMl-yLZ&y-jyUzU+W-ZjyCr- 


^ ( x - y ) 2 ix - y ) 2 U-yV 

解法2:等式两端分别微分，得 = 解之即得 


2( x 2 + 


(• r -： y ) 3 


对+ = 再敝分一次，得 


办― J+y 
dx x - y - 


: 2 - fdy + yd 2 y-xdy f 


故有 


d 2 y _ 1 「 i | ( dy \ 2 l _ U - y y ^ U^ y y _ 2 U Z + y 2 ) 

dr 2 jt -乂 」 ( x - v ) 3 ( x - v ) 3 • 


以下各题根据情况采用直接求导法或 w 分法. 

【3373】 y - es\ny = x (0<«<1). 

提示采用直接求导法较好. 

解等式两端对: r 求导数，得 y - cy C o S ： y = i , 故有 


ccosy 


将上式再对 I 求导数，得 


cy sm) 

(1—€COS ； 


( l-ccosW 


【3374】 U ^ y ). 

提示等式两端取对数后，采用岌接求导法. 


解取对数得 


ylnx = < rln >» 或 ^ = ^ ( x >0 t y >0). 


两端对: r 求导数，得 = 故有 


/_ y ( l - lnj ) 
^ 一 x*(l — ln ： y > 


将上式再对 x 求导数，得 


/ = jt(1 l-{ ny y j^O-Iny) [b;/(1 - lnx) - 令 ] 一 y (1 - lor) ^2x-2x\zxy-^- 

= ? TT — Tny )^ I 〆 [ y(l — 1似） ？ — 2( j — y)(l — lru:)(l 一 lny ) — x(l — ln >) 2 J . 
【3375】 y —2 j：arctan 

提示先将原式变 形为士 = 2 arC tanf , 其 中士襄 1 •采用微分法后，可得 d(f )=0,即 d 
可得 g = f .再采用直接求导法，易得 3 = o . 


xdy - 


解 2 = 2 arc t an 2, 显然^參1•两端微分，得 



d(f)= 


2 d (f) 


于是， d(f )=0, 即^^ = 0,故有 g = f . 

工 dy 

将上式对 x 求导数，即得 ^ = -^-^ = 0. 

【3376】证 明：若 l + x ： y=K:r— ： y) ,式中々为常数，则成立等式 

cLr = dy 

TT ? _ i+y 

证明思路 对等式 l + xysAU — y) 两端微分，得 xd ： y+ ： ydr=Kdx — d ： y) 及 

(x — j) (ord>r+_ycLr) == Kx — y) ( dr — dy) = ( 1 + ：!：>»)( cbr — 办 ) . 

命题 ft 获证. 

证将等式 l + xjys ^ jr — jy ) 两袖微分，得 

xdy -\- yAx = kidx -' Ay ) % 

故 （■ r —3；)( > rdy + < ytLr )=々(: r—yWdjr — d ^ OsU + jryMdjr — dy ), 

简化即得 rfe = i ^. 证毕. 

【3377】证 明：若 

则当 o :： y 〉0 时成立等式 

证明思路 先对所给等式两鴆微分，得 

j( y +1 ) dr + y (x* +1 ) dy = 0. 

再由： c 2 y + z 2 + y — i = o 可鰣得 

一辟，尸士腐 • 

由于故知: r,：y 应取同号.不论 x , y 同取正号还是 W 取»号，当用 （2) 式代入 （1) 式后，即获证. 
证将所给等式两端微分，得 

2j：y dr + 2x 2 >»d>+2xdr + 2ydy 0 ， 

即 j(y + l)dx+y(x* + l)dy = 0. 

由 ^ y + v + y — ico 可解得 


x * y + x 2 + y — l — o , 



Vf + 




士 




W 为 X：y>0, 故知 o:，：y 应同取正号或同取负号.不论取什么符号，当用 （2) 式代人 （1) 式后，均可得 


- 7^=+—^= = 0. 

y / i - x 4 >/ i-y 

【3378】证明 ：方程 （/+：/〉 2 =(1 2 (^ — y> (a^O) 

在点尤=0，>^=0的邻域中定义出两个可微 函数： >=力（工)和: y=%(x ) .求: yUO) 及：/ 2 (0). 
解 （1 2 +/) 2 = 0 (/—：/) 0 即 

y+( 2 x 2 +a 2 )y—(^x 2 —x 4 )=o. 


解之得 

(根号前取正号是由于: y 2 >0〉. 记 


y _ ~C2 j z +a 2 )+ y/Sa 2 ! 2 4-q* 


3 - 士〜 / WO; - = 士 ,(x 2 ). 



(1) 

( 2 ) 


(1) 

( 2 ) 



不难看出 （0,0) 为分支点.从点 （0,0) 出发，有单值连续的四个 分支： 

: yi=/(: 2 ) ， yi—fix 2 ), 一 ^ <JT<0; 
y3 = -"/Cx z )t 3U = —/(x 2 〉， — 

这几个单值分支能否组成（一心幻上的可微函数，主要是看组成的函数在 i = 0 是否可微.为此，研究各分支 
在点1 = 0处的单侧导数. 


^ + (0)=lim lim ^ 2 卜， 


+ 0 


x -0 


►♦0 X 




= ^4rc 


一 2 j ^ —i 


^ =v 

—<N 2 x 2 ( v /87? 


-(2 x ‘ 


k z \Z 


2x 2 ( VSa 2 x 2 ^a A +2a: 2 +fl 2 ) 


\/8a 2 x 2 +a 4 +2X 2 +♦ 


同法可得 


y\- (0) = lim ’(f - = — 1 * yy+ (0)= lim ― = -1 ， y\^ (0) = lim ― - 
由上可以看出 


…0 X 




m •一 0 


(/(x l ) f 0<x<5t ” （一 /( 1 2 >, 0 

y \( x )=( , 及力 " ，、 

I — /(x 2 ) t 一 $〈 x <0 ， l/(x 2 ) t — 

是仅有的两个过点 （ o , o > 的可微函数•且 

yi (0) = l 及 y 2 (0) = -l. 


(i 2 ), 0< ： r<5, 

占 〈工 <0 


* ) 此方租的 a 像系双纽线（图 6.28 >,它的极坐标方租为汉以上作法及蛄论由图很容易 

看出 • 



【3379】 设： +y ) 2 =3 x 2 y-y • 

求：/当: r =0 和: y =0 时的值 • 

解 本 题讨论 方法与3378 题类似 ，但由于不 能直接解出: y =/(: r )， 故只能 用隐函 数表示•由 （: r 2 +; y 2 ) 2 
= 3 i 2 厂 y ) 得 

x 4 +(2 y 2 — 3 y ): r 2 + y 4 +： y 3 =0. 

解之得 

▲，— ( 3y - 2；/ ) 士 為* - 1 6 ： y 3 


令 


茗（ : y)= 


3y-2y 2 +>79^-16 V 3 


h ( y y ) = 


_3y-2y^-V9y i - 


则不难验 证:在 y =0 的邻域内均有 g (: y )>0; 而仅当 y ^ O 时才有 h ( y )^0. 于是，点 (0,0) 为支点，且从该点 



出发，有六个单值连续 分支： 

1. 工！= v /^ T ，0<： y < e » 它在 0< i <5 上定义隐函数7=/,(工). 

2. ： r 2 = —v^5" ， 0< ； y<e » 它在一 5< ： r<0 上 定义隐函数: y=/:Cr). 

3. ^3= VgTy), 一 e< ： y<0 » 它在 0< 上定义隐函数: y = / 3 U). 

4. A = — Vg ( y ) ，一 它在一占 < 工 <0 上定义隐函数 y = fiix '). 

5. : r s = 它在 0 < 1 <古上定义隐函数 ^ = /s (: r ). 

6 •而 = 一 ,0< y < c 它 在一占 <1<0上定义隐函数 y=Mx). 

上述隐函数的存在性，易从对右端: V 的表达式求导数而导败不为零获证.因此，只要求上述六分支在原 
点的单侧导数. 


； + (0)- 


lim 

^♦ 十 0 


/i ⑺ -，（ o ) — 

x-0 一 


lim / 




2 y 


3 ： y-2y + 




2v 


3-2> r + /9-16^ 


= 0. 


， /A 、 ，• / 2 ( 工〉一 /i(o) v y 

, - Hm —^=- 


/;“0)= lim 


一 *' m A / 


y9zx f + 16z J -32-2^ 


； .(0)= lim 


U (0)= lim 


x-0 

/ 4 < J ：)-/,(0) 


x -0 




lim 

r ^^° Vg ( — z ) 


2z 2 


_ | im ^y 2z 2 ( y/9z l I 16z a +3z+2z 2 ) 


(9r* + 16z 3 > — （ 3*+2z*> 2 


fiU ) 


x 

/s(x) 


lim • 
y-o 


lim 


Vg ( y ) 

y 


= -(- VJ 〉= V 5\ 


r + 0 \ A ( y ) 


= lim / __ = 1 /2y(3jr-2y ^ y/oy-isy 

广 +V 3y—Zy i — \/9y — 16y 3 广令 〜 (3y - 2〆)* — (9y 2 —16^ ) 


( 3 — 2>+ y9y-i6y >. 

A+iy " 

/U<0)= lim —— ^==-^3. 

wo I y+o— y/hCy) 

于是，上述六个单值连续分支可组成三个（一心幻上的可微函数: V = y ( x ) ( i = l ,2,3)： 


y \ (x) = 


x^O. 

yi <o)—Oi 

i / aCx ). 

x<0 

y 2 (* r ) = 



y:(o)= - vj 

l/*(x), 

x<0 


y3<x) = 


^> 0 9 

y, co)=V3. 

l/4(x). 

x<0 



*) 此方租的图像为三瓣玫瑰线（图 6.29 ), 它的极坐标方程为 

r=as\n36. 

以上作法及结论，由图很容易看出 • 

【3380】设/+巧+/=3,求：/，/及: y ，. 

提示采用直接求导法 . 
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解等式两端对: r 求导数，得 2^+^+^: ： /+230/ = 0 .于是, 


/_ 2i+y 

x + 2 y ^ 


再对上式求导数，得 


( x +2 y ) 


J {(2 + y)(x+2y)-(l + 2y)(2x+^)} = - 


18 

( x +2 y y 


J^ = --- (i + 2v’〉= — —— 

乂 (x+2y ) 4U ^^ ； <x+2^) 5> 

【3381】 设:^+之^ 2 十 x—_y—l=0, 求 /，/ 及 夕’当 j ： = 0, y 

解等式两端对 I 求导数，得 

2 x - y - xy + \yy 十 1 一>/ = ()• 


=1时的值. 


以： r = 0, ： y=l 代入 （1) 式，得 
将 （1) 式再对: r 求导数，得 


= 0 . 


以 x=0 ，： y=l,y = 0 代人 （2) 式，得 


-y-y-xy^\y l +Ayy-y=0. 

y ，:- f 


将 （2) 式冉对 o : 求导数，得 


-3/— 町， +12 ： / ： /+ 4W = 0. 


以 工 =0, : y=l, y = 0 f /=一 +代人 (3) 式，得 


y W - - - 

y s -0 3 • 

1 

【3382】 证明： 对于二次曲线 a J 2 + 2 bxy + cy 2 + 2 dx + 2^+/= 0, 


成立等式 


£ j [(/)-3] = 0. 


证 明恩路 原題中的二次曲线应是非退化的，即 


b d 


△ = b 


关0 


由 A ^ O 保证/关0. 

利用直接求导法，可得/ = 


T - 由此可得 


4 - m - 、毳，4 T，J jr (&乂 I Ly \ c ) 3 • 4 * J 

( /)-7=^-T[(^- ac ) x *+ 2 (^-cJ)x+e 2 -c/] 
它是关于 x 的二次三項式，因此 ，£ r [(/) _ +] = 0. 

证原题中的二次曲线应是非退化的 ， BP 


a b d 


△ = b 


关 0, 


由保证 yvo . 

等式两端对 x 求导数•得 

于是， 


2ax + 2by+2bxy + 2cyy + 2t/+ 2ey =0. 


/_ ax 
bx 


+ cy + e 9 


( 1 ) 
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(1) 式除以 2 后，等式两端再对 x 求导数，得 

d + 26 y + c ： y ’ 2 + (6: r + c ： y +«)/ = 0. 

于是， 

”一 a^2by +cy 2 _ 
y bx~\~cy+e 

- 厶 

{bx+cy+eV 


( bx ^- cy + e ) 


{ a (6« r + or 十 26(6: r + of + e )( aa :+6 jy + d )+ c ( a : r +6： y + d ) 2 } 


即 （/ 


T =A T (6x+cy+e) 2 —A T [^x 2 ^cicy 2 -b2bxy+2ey)^e 2 -f 26ex] 

=A _ + lb 2 x 2 -c(ax 2 -\-2dx^f') + 2bex-\-e z 'i=A'^L(b t -ac)x 2 -{-2Cbe-cd)x-{-e 2 一 c/] 
是关于 z 的二次三项式，故 £ j [(/)"^： 


0. 


求函数 z=z(:r, ： y) 的一阶和二阶偏导数 .设： 

【 3383 】 x l ^y 2 +z 2 =aK 
解题思路先对等式两瑞微分，得 

xdx + ydy + zdz = 0. 

注意 d 2 :r = d 2 ： y=0, 再对 （ 1) 式两蜞微分，又可得 

<Lr 2 +dy -fdz 2 +zd 2 z = 0. 


( 1 ) 


( 2 ) 


由⑴得 dz =— f dr —子 dy ，故有 




由 （2) 及 （1) 得 d 2 2 = - ^ r ^ dx 2 - ^dxdy 


ft — f . 


* 2 +y 


dy 2 , 故有 


a 9 


十/ a z z 




y+y 

z 3 


r J ’ dxdy 

以下 3384 題〜 3387 超均可 仿本超 求解. 

解等式两锎微分，得 

jrdj：+ydy + zda: = 0 ， 
dr 2 + dy 2 + dz l 4-* d ? z = 0. 

由⑴得 d 2 = — f do : —子 d ： y ， 故有 
由 （2) 得 

<1 1 **-+(<11：*+<^+知*) = 一士 —士 (十 dx + fdy )* 


( 1 ) 

( 2 ) 


r-T 


- 


=-+o 

故有 fp ^- Tf 1 

【 3384 】 z 2 -3xyz^a\ 

解等式两端对: T 求偏导数，得 


f)d^-^^rd 厂 +(1 + 荼 ) dy ， 


卬 - 宁， 


a 2 


=— 


dxdy 




^+ y 2 


,e^-3 yz -s xy ^o 


(1) 


于是， 


同法 5 ^ r y =^Ty 


U ) 式除以 3 后再分别对 x 及对: y 求偏导数，得 


2 <t) 2 ^B~ 2 y 


dz ol 4= o . 


dx 


3 x 2 


( 2 z 8_ j ) e + (z2 — 


dxfiy 


y ^=0. 





代入上述两式，化简整理得 


d^z 

dx 2 


同法可得 


9 2 z 

w 


d 2 z _ z ( z i -2 xyz z - 
^xdy ( z 2 — xy ) 3 

2x^yz 

( z z - x y y 9 


【3385】 x + y +2= e \ 
解等式两次微分，得 


cLr+d>f4-dz = e < dzf 


故有 


于是， 


(心 ~ hd > 0 = J + ： y + ri (dj+d > >) . 


3 z _ _ 
dy x - 


z-V 


再将 （1) 式微分一次，得 


d 2 z=c 9 d 2 z+e 9 dz\ 


故有 


d 2 : = - $ (d z — y +2心办+ dy ) 


于是， 


a z z _ a 2 z _ a 2 z _ _ 

dx 2 dxdy 3 y z ( e * —1 ) S 


x + y+z 

Cx+y+z-1) 3 - 


【3386 】 z 



解设 r = vV — y ，则子 = tan 子, d (子） = 


d (fO 
+ ( f ) 


从而有 d ( f )=0, 或 rdz — zdr =0, 即 


d «= -4 -(xdx —>^ dy ). 


于拈 ，乜“ ^£ = -25= ——丘一 

丁龙， r 2 x 2 -y f dy r 2 x 2 -y 

由⑴得 

(x 2 一 y z )dz = xzdx—yzdy. 

(2) 式再微分一次，得 

(x 2 —y 2 )d 2 z^ — ( 2 :rcLr 一 2>rd>0dz+:rdxd2 ： +2 ： cLr 2 一 ydydz 一 zdy 2 


-(xdr 


一 ^] + zclr 7 一 zdy 


= j2 二 y [-: 2 cLr 2 +2 xydxdy — y dy 2 4- Cx 2 — y ) dx z — ( x 2 — y )dy ] 


_ z( — y 2 dr z 十 2xydxdy-x z dy z ) 

- x 2 -y 

d z z _ y 2 z 3 2 z _ 

—— (x 2 —w d^y~ 


午具 沪 z_ y 2 z a 2 z _ xyz 3 z z _ 

丁定， —(x 2 —y) 2 , 5 ^—(j ： 2 — y) 2 , d^~ 

【3387】 x +： y + r = e - <x+ ， +l> . 

解等式两端对 x 求偏导数，得 l + g = e -&+> h >(_ l _ g ). 
于是， ff =- i . 利用对称性，得 H = ~ l 


x 2 z 

( 工 2 -y 2 ) 2 . 


am a 2 z _ d 2 z _3 2 z _^ 
显见 ^ = a ^ = 5 y =0 - 

【3388】 设： 


x 2 +y + Z 2 — 3 xyz =0 


且 f { x , y , z )= xy z z \ 

求 …若 z =^ Cr ,： y ) 是由方程 （1) 定义的隐函数 ，（|j )：y = ： y ( x , Z ) 是由方程 （1) 定义的隐函数.说明为 
什么这些导数相异. 

解（丨 ） EFU ，： y ,2：)= x 2 + ： y 2 + Z 2 — 3：1：：^ = 0,则由方程 （1) 所定义的隐函数 z = 2 (1，>0的偏导数 
夂 Cr ,： y ) 在（1，1)点的值为 


F:(l,l,l) 

^F(x,l ,1) 

异 (_r 2 +2 

: =1 _ cLr 

3x) 

x -1 _ 


d 霄，'癱 « % 

异 (2 + z 2 - 

*=i ^ 

-3z) 



r-1 


于是， 


去 [/( U ， z ( D ))] | (1 。 u = £/( x . l , l )|^ + 去 /U ，1， r ) 


z ’ x ( l ， l ) = l + 3( — 1) = 一2. 


ii ) /( i , i ) = - 


F :( l , l , l > 


x-l 

Fy ( lAA ) 




于是， 


dx 






4( l , l ) = l + 2(- l )=- l . 


-i d^ /(1 * ya) 

由 （ 丨）与 （ II > 所求得的对 ： r 的偏导数在 （1,1,1) 点的值不相等， ST 说明 如下： 

方程 F (: r ，： y ， 2)=0 代表一个空间曲面，而/( 0 ：，^， 2 )表示定义在这个曲面上的一个函数.函数 G (, x 9 y ) 
= /(z •: y ， z (: r ，： y )) 表示把原曲面上的点投彩到 Ory 平面上后，原曲面上的函数看成在 dry 平面上定义的 
一个函数，表示此函数在 Oar 轴方向的变化率，它不仅包含了原来函数在 Ox 轴方向的变化率，还 
包含了原来函数在 OZ 轴方向的变化韦的一部份.同样地，《(1, 2 )=/(1，^工, 2 ),2：)表示把肼曲酣上的点 
投影到 Orz 平面上后，原曲面上的函数看成在 Orz 平面上定义的函数， （ i , z ) 表示此函数在 Oz 轴方向 
的变化串，它不仅包含了原来函数在 Oi 轴方向的变化率，还包含了原来函数在 Oy 轴方向的变化率的一部 
份.一般地，原来函数在 0： y 轴和 Cfe 轴方向的变化率的那两部份是不相等的. 

【3389】设 /十 2 ) 2 +3 z 2 十 — z — 9 = 0,求 当 x=l , y =—2, r=l 时的值. 

解等式两靖微分一次，得 2 xdx +4> dy-f 6 zdz ^ xdy + ydx—dz = 0. 


即 


再微分一次，得 


(l-Sz)dz^ (2x^y)da:+ iAy+x)dy. 


(1 — 62 ：) d 2 z = Sdz 2 +2< Lr 2 +2 dxdy ^ Ady z . 

以 ar = l , y =~2 f 2=1 代人 （1) 式，得 dz =4* d：y •再以 z = l , dz = 4 d ： y , 代人 （2) 式，得 


( 1 ) 


( 2 ) 


于是，当工=1， y =— 2, z = l 时， 


d 2 z = 
3 2 z 


2 , , 2 A . 394 ,, 

T dx - ydxd ^- y ^ dy . 

2_ _£ i £_ = —丄 

5 dxdy 5 f dy 2 


394 
一 雨 


求 ch 和 d 2 2 ，设： 


【3390】 


2 2 


a ‘ 


解等式两端微分一次，得 


| fdr +| fd ： y +_ dz =。. 


于是 ，一一 香(字+学).再将 cU 微分一次，得 
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外(竽今 )-(，+ 穸卜]—針 ( s + f 序 + 每 ㈣ +( 

【3391】 xyz= x+y-\- z. 

解等式两端微分一次，得 

yzdx + xzdy+xydz = djr + dy + dz . 

于是， 

(1— yz ) dr +( l — or^djy 
卜巧 • 

对 （ 1 ) 式再微分一次，得 

2zdxdy~b 2xdydz-\-2ydxdz~\-xyd l z = 6 2 z. 

以 （2) 式代人 （3) 式，化简整理得 

d l z =- ^_^ xy y { y ( 1 — yz ^ dr * -h [ x 4- y — z ( 1 + xy ) dxd >»+ x ( 1 — xz ) d ^ 2 > 

_ 2 { y ( l — yz ) cLr 2 — 2 zdxdy + x(l — xz)dy } 

i\-xy) 2 • 


爛. 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


[3392] 


= ln 7 +1 - 


解等式两端微分一次，得 


zdx - 


?一？•于是, 


dz 


ziydx ^ zdy ) 
y ( x ^ z ) 


对 （ jr + z ) dr = zd : r + td >» 再嫌分一次，得 

( x - f -2) d 2 z = — ( dx + dz ) dz + dzdx +^ dzd < y ~^2 -ciy = — dz a + —^ j-dy — ~ (dz 一 

_ z 2 [iyda:^zdy) — (x+ z)dyy _ z^iydx—xdy) 2 


ycr + o 2 


(x+z) : 


于是， 


— 


【3393】 


x+arctan 


解等式两端微分一次，得 


dx+ 


1 + 


y 


(z-x ) 1 


x ) dy — y ( dz — dx ) 
(z-x) 2 


dz=dj ： + Cz-J+ X y(y+l) dy ' 


化 简整理 ，得 
再对上式微分一次，得 

d 2 2 = ) 7 { [( r — x ) 2 - fyCy + DDd ^ Cdz — cLr ) — ( z — x ) d ^[2( z — x)(dz 

+ 2yd.y4-dy]}. 

2(x-z)(,y+\)[U-zy+ y n 


- dx ) 


将 dz 代人化简整理，即有 


d 2 


dy 2 . 


[(x-z) 2 +y(y+l)] 3 
【3394】设 《 3 —3{ j ：^ y ) u 2 + z 3 =0 ，求 d “. 

解等式两端微分，得 3 w 2 du —3 u 2 (< Lr + d . y ) — 6tt ( jr +. y ) dM-f 3 z 2 dz =0. 


于是， 


H _ u 2 ( dx +6 y )- z 2 dz 

一 - u[u-2(x+y)] • 


【3395】设 F(j ： +y+2 ， j ： 2 +y+z 2 )=0 •求 
解等式两端对: r 求偏导数，得 


dxdy 
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G + • (2x+2z |^)=0. 


于是， 


同法可得 


F \+ 2 xF 

F \+ 2 zF 


dz __ F \^ r 2 yF \ 
dy ~ F \^ 2zFV 


(1) 式两端对 j 求偏导数，得 


^ = -^p^ 7 <(F ； + 2 zF 5 )[(F ； ) ； + 2 x(Fj) ； ]-(F ； + 2 xF$)[(F ； ) ； + 2 2 (Fj )；+24 -F；]> 

= ~(T ； '4-2zF ；) 2 • (F ；)； + 2a-x)F ； (F / 1 ) ； -2[F / 1 F ； +x(F , 2 ) 2 K> 

_ 2(x- z ) f r / (r / V r / fr / / 2F ； (F ； 4-2jF ； )CF / l +2yF；) 

(F ； +2zF；) 2 ' r 2，y t lKt l)y) (F5+2zF{) 3 • 

现分别求 （ F ;); 及 （ F 5)',: - (1 十 + . (2： y +20, 

( Fi )； = F ^, • (l + z ；)+ F ^ • (2 y +2 zz ；). 


注意到 

即得 






F\F 


+ 2 zF 




= ? ^f=^ T {(F ； ) z F^- 2 F / 1 F ； F < ； l + (F ； )*FT 1 }. 


于是 


， Br- 




133961 设 mum > = 0, 求 g 和 g . 
解等式两端对 x 求偏导数，得 


于是，剛得 


F ;+ F ; • (- If )+ F ; • (ff_ l ) =0 . 

dz _ F ， z - F \ 

石 —F; — F;. 


【3397】设 fXu + y •: r + y + z > = 0, 求努，|^ 和 
解等式两繃分别对 o : 及对: y 求偏导数，得 


； +F ； +F；(l + g)= 0 , F ； + F ； (l+f?)» 0 . 


于是， 


(]+ 聲 ), 


!)• 


再将 g 对工求 偏导数，得 


&—^W{ F ' 3 [ FT,+FT 2 +FT 3 ( 1 + 玆 ) + f u f ; 2 +f V 1+ 窍 )] 

-(F / 1 +F / 2 )[F^ 1 +F^ + F^(l + g)]j. 

将 g 代人化简整理得 

0=--7^-{( F ；) 2 ( FT ,+2 F ^+ F ^)-2( F ；4- F ；) F / 3 ( FT , + F ^) + ( F ， 1 + F / 2 






【 3398 】设 F (: ^ ，： ^)=0 ，求 |^. 

解等式两端对 x 求偏导数，得 F; • (z+xg)+F' 2 jg = 0. 

于是，将 S 再对湖 导数，得 

&=-^TTI?T7i <jrF；+yFi) [ F； li +r ( F " * (* +:r lf) +F * iy li)] 

- [ F ；4- x ( F / ； l - • (^+^| f )+ F ^ y | f )]^ / 1 }. 


将 If 代人化简整理得 

d 7 z_ 1 

d^~~ UF\~^ryF ， 2 


{ yr I [( F / I ) , F 2 2 -2 F ； F ； FT 2 + CF / 2 ) 2 F , ； 1 ]-2 z ( F / 1 ) 2 ( xF , 1 - fyF / 2 )} 


【 3399 】设 〆 j )F(^-f*,y+r)=0,( ji ， +)=0 ,求 d 2 z. 

解 （ i ) 等式两端微分，得 

F\ • (cLr+dsO+F; • (dy+dz)=0. 

卞 „ , F\dx-\~Ftdy t , , F ； • (dx—dy) • _ • F\ • (dx~d>») 

于是， dz= -— ， dr 十 dz= — 一, — ， d ： y+dz= —- 


( 1 ) 




F ；4- F ； 


F ；+ F ； 

对 （1) 式再求一次傲分，得 

F n • (dx+dz) 2 +2FTi • (dx+cb)(d：y+dz) + F; • (dy+dz) 1 + (F ； +F ； )d 2 z=0. 


于是， 


d 2 ^ =— 


F \^ F \ 


r[FTi • (dr+d*:) 2 +2FT* • (dx+d*)(dy+d«) + F ft • (dy+dz) 2 ] 


( F ^ F ； 

II) 等式两端微分，得 


[F^,(F ； )*-2FlF ； F ； l +Fi(F / I )*](dx-dy I ) ( 


于是， 


dz 


z(F idr+F Jdy) 




zFj • (ydx —xdy) zF5 • (ydx — xdy) 

zcLr 一： rd 2 = - r-rr - ， zay^yaz^ 


( 2 > 


xF ；+ yF ； 


W + jyF ; 


xF ；+ y F ； 

(2) 式乘以/后再 « 分一次，得 

FTi (zdj y dg)2 + 2f ^ ( 之 cLr—idzydy —y dz) 4 . F ^(zd < yydz ) ? , (jF； ^ yF ^ zSs0t 

于是， 


d 2 z 


— f ~ c / v [F n • (rdr—xdz) 2 +2FTi • (zdr —xdz)(zdy —ydz)+ F « • (zdy 一 ydz) 2 ] 
z Kxr i "ryr 2 ^ 


■⑹: UWFW ]. 

【 3400 】设 x=x(y 9 z) f >=y(x f r), ，为由方程 F(:r ， 3 NZ) = 0 定义的函数 • 证 明 : 



3x 

V 

☆ • £* = -1 
dz dx 


提示根据隐函教求导法易证 . 

dF 

dF 

dF 

证根据隐函数求导法，有 d f y =- 

3y 

_ 

dz dx 

dF 9 

dz dF 9 

dx 3F- 

dx 


dz 


三式相乘即得 


dy dz dx 

乜 in 办 


【3401】设工 +y+z=0, P+y ^z^l ， 求孟和 & 


提示对 z 求导數，即可获解. 
解对2求导数，得 


X fz +y fz^ Z=0 - 


联立求解，得 


dx v 一 




【3402】设 J： 2 +y = yz 2 * :+3»+2 = 2, 求盖， g， ^ 和 ^ 当 j =1, y= — l， z = 2 时 的值. 
解对 2 求导数，得 



(1) 


(2) 

2 (5f) J " t " 2x & +2 (fe) ，+2i， & =1, 

(3) 

if 令 0 . 

(4) 


将 


: y- 一 1, *=2代人 （1),(2), 解得 


宭= 0, 


.叫 • 


将上述结果及： r,;y,z 值联同由 （4) 式所决定的式 子^=一@ 一起代人(3> 式，即得 


【3403】 设 xu — yv = 0 ^ yu + xv l 

提示微分得 

求出 du 及扣后，问题即可获解. 

解微分得 


d 2 x 1 dN 1 

矿 - T ， d^ = T- 

士 du du dv ^ dv 

，求5,石，5和 5? 

( xdu— ydv= vdy— «dx ， 
ydu+xdi;™ —vdj ： —udy. 


{ xdu — ydv= vdy —mcLt ， 
ydu+xdv= —vdx—udy. 


于是， 


d« = 

du 

Tx 


x z + y l 


[ 一 （ + 30 ；〉 dr + ( jtt; — y m ) dy ] 


xu+yv 

x 2 +y f 


du _ xv— yu 

^y~ ?+y • 


同法可得 


^2L=y u ~ 
3x : 


9v 


xu+ 


+y ， ay 


+y 


(x 2 +y>o>. 


【3404】设 u+i;=a：-f>»*|T^= -y 求， d“，dv，d 2 t4 和 d 2 

u^v=x+y f 


提示将原式改写为 I 

微分两次，并注意 d : :r = d 2 ;y=0,, 问題即可 获解. 


ysinu — xsinx;=0. 
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解 


将原式改写为 |“ 十 — 七， 

lysinu=xsi 


微分得 


>rsinu=xstni;* 

C iv=dx+dy ， 

y+ ycosudu= sin wir + xcosvdv. 


( 1 ) 

( 2 ) 


联立求解，得 


du= 


xcosv+ycosu 


[(sinx；+ xcosi;) dr—( sin« — xcosv) dy] 


一 （ sint;—^cosu)dz + (sinu + ycosu)dy]. 


xcosv+ycosu 
对 （ 1),(2) 两式再微分一次，得 

J d z u+d i v=0, 

I ycoswd 2 u 4 - 2cosudydu — ysinudu 1 = xcosixl 2 v+ 2cosvdxdv— xsint^T/ . 


联立求解，得 d 2 U =- d 2 X ； = 


【期】设 


iv^yci 


[(2 cosvcLr— : rsimxh; 〉 dv— ( 2cosudy — ysmudu) du] • 


cos 


y 


a， 




求 dw ， dv ， d 2 w 和 d z t; 当 : r = l ， _y=l ， m=0, ■ 时的表达式 . 


提示将所蛤二式相除及平方相加，得 


tan 




y x 

L- x*+y* 


解将所给二式相除及平方相加，得 


微分 （ 1) 式： 


tan — = -^-t 
y 工 

^ y + v* 
cr= 2^ 


vdx;—xxly_xdy—. 


(1) 


( 2 ) 


以 : y=l, ■ 代人⑶式，得 

微分 (3) 式： 


sec 2 — • 

y y m ^ 


(3) 


dy — 了 (dx—dy), 


— tan 

y y 




y 


y 2 d 2 t; — 2 ( ydv— vdy)dy 

y 


一 2 ( xdv— vdr)dx 


(4) 


以 


y= 


及 dt; 值代人 (4> 式，得 


d 2 v= — Cdx — dyy. 


微分 (2) 式： 


红 xdu — 


以工 =1, : y=l, « = 0 代人 (5) 式，得 
微分 （ 5) 式： 


du = 


= xdr+ydy. 


cLr+dv 


(5) 


4 红 (xdu 

4ex (— 




红 j ： 2 d 2 u—2(xdu—udr)dx 


= dr 2 +d》 2 • 


(6) 
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以 1=1, : y = l , “=0及 d “代人 （6) 式，得 


d 2 u = dx 2 . 


134061 设 ： rw + fi , y = t 2 + t ~\ 2 = 在 3 +广•求 ^ 


和 


d 2 


提示本題除了用参数形式给出的求导法外•也可消去 h 得： y =： y ( x ) 及 z = z ( x ), 求出结果后再将工== 


1 代入 • 


It 一 


解 


dz 


dz 

d7 


3/ J - 


V 


T 


dx 

di 


1 一 


T 




&= 


總 2 ( 卜爿 


= 2 


1 一 


T 


1 一 


T 


g = ig ) = fcf )= e ( t+i ) 


dx 

dr 


T 


注 本题也可消去^以求起，套 ， g 和0.事实上， 

^=(/+~) 2 -2=^-2, 2=(r4-y)(r 2 -l + -i-)=x(x 2 -3)=x 3 -3 ： 

于是， fe =2x - t =3x， ~ 3 - & =2 ，& =6x - 

再将 x = i + y 代入上迷姑果，即得 

g=2(t++). g = 3(r l + i + l), 0 = 2. g = 6(*+ + ). 

【3407】在 Oxjy 平面上怎样的 区域内 方程组 

X = U + T；t >= U 2 + l / t Z = M 3 + l / 

(式中参数 W 和 P 取一切玎能的实数值）定义 Z 为变歎 z 和: V 的函数？求导败 g 和 If . 

提示仿3406 « .本题也可消去《,!；,得 2= y (3> r - x *). 

解由 M + T ；= X f M 2 + I/*=：V 解得 


工士 V 2 y - x l 
2 


xT >/2v-x r 


x 2 


其中 2：y — x 2 >0 或:此即所求的区域. 

再由 x = i 4+ x ; 及 : y = u 2 + x； 分别对 x 求偏导败，得 


㈣“ 莛+ 2 古 


3u 


又由 ZSI^+I/ 3 对0：求偏导数，即可得 


dv 

r x 


(u^v). 


^ = 3 W *^ + 3i/^ = 3u* 
ax dx dx 


-3V 2 


— Zuv . 


同法求得 


dz 


= 7(«+V). 


注本題也可消去 M ， v 求及事实上， 

x 2 —y= 2 uvt 


= («+v)(m 2 —MT ； +t/)=x(^-y— ^-) =-^-(33»— X 1 ). 


! 


72 

多 •.嫩 ••: : 糾 - v ， 


于是 = Y^r 2 = —3 ut;, 


dz 3 3 . , N 

a^ = Y x= T <M+ ^ 


但一般说来，用参数表示的函数和消去参数后的函数，它们的定义城是不同的 . 
【 3408 】设 x= cos^cos 必， y=cospin 必， z== sinp 求 

提示本題也可消去？ ) ， … 得 :^+/ + ^=1. 

解由 x=cos<pcos(p t y=cos^sin# 对 J ： 求偏导数，得 

= —s'lntpcosip^ — cosips'mip^^ , 

0 = - sin^sin^r cos<pcosip . 


联立求解，得 g— 鬵 ， g 

i£= - 


于是, 


dz 

r x =co ^r x 


COt^COS^f 


& = ^(S)ff+ 务 (lf)l! = 歲卜爲 )+ co — 叫 ( 一黑 ) 


cos 2 p+sin 2 ^sin> 
sin 3 93 


sin 2 p 十 cos 2 cpcos 1 tjj 
sin 3 95 


注本题也可消去求 . 事实上， 


+ z z = cos 2 9CO8 2 #+ cos 2 <psin l 0+ sin 2 <p= cos 2 9 + sin 2 1 • 


于是， 


2x+2 2 |^ = 0, 


a? 


dz 

dx 


dz 

T x 


一 g 2 +? _ _ sin 2 y+ cos 2 <pcos 2 山 


z 3 


9 


【 3409 】设 ： r=iu:osT ；， y=usinvt z = x ; •求 


— ■ — _ 

dx 1 f dxdy 


及 


d 2 z 


解®思路本題用求二阶微分的方法，可将所有的二阶偏导数一起求出 • 为此，应先求 du 及 dv , 再注 
意 d 2 z=d 2 x;= —-^diidx ;， 即可获解 . 


本题也可消去 M ， x; ， 由 2=x/=arctan f 获解 • 

解本题求二阶微分，可将所有的二阶偏导数一起求出 . 

cLr=cosixlu 一 usmvdvf dy- 

联立求解，得 

dw = cosvdr+sini/d3»» di; = -^-( —sinwlx+cosvdy) ， wdv=—sinwir+cosTX^y. 
再对上面最后一个式子微分一次，得 

ud 2 1;+ dudi/= — cosvdwlr _ sinvdvdy= — dudvt 
2 2 

于是， d 2 z —6 Z v= — —dudv= - f (coswlr + sinvdy) ( 一 s\nx/dx-^cosvdy) 


= 7(sim/cosT<Lr 2 — cos2vdrd>—sinvcoswly 2 〉 ， 


从而有 


d z z 2sinix:osT ； sin2v d 2 z 


dxdy 


cos2i; 3 2 z 

ay 


sin2t; 
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注本题也可消去 m, v, 由 z=v=arctan 2 获解 . 


134101 设函数 z=zCz, ： y ) 由方程组 


: y=e • 一 及 d 为参数）定义，求当 u=0 及 v=0 时的 心及 d 2 


解 dx I u . 0 =e M ^ v Cdu^dv) mmm0 =du + di；t dy ux0 —e M V (du — dv) | u ^ 0 =du~dv 


于是，当 u = 0 及 v=0 时， 
dM=-~(do: + d 3 ；) t 


(dr—dy) f dz = udi;+ vdu=0 ; 


d 2 z = ud 2 v\- 2dwdv+ vd z u = 2dudv= 2 ( 七々办 )( 心 ） ^ ) =-^-(cLr 2 — dy 2 ). 

134111 设 Z =:r 2 + ： y 2 , 其中 : y = ： y(:r) 为由 方程？ 一 :^+/ = 1 所定义的函数，求 g 及 £$• 
解先由： T 2 —U + y=l 求 g 及 


于是， 


2x-y-xy+2yy=0, 2~2y ~xy^2y l ^2yy=0. 

ir_6(x 2 —xy+y )_ 6 

y 一 (x- 2 y y ~u- 2 y y 0 


f 2x—y 
y -^ 2 y^ 


下面求 g 及 S. 


砮 = 2 :+ 2 ”' = 2 : 场舞 = ^^?， 

& =2+2yt +2y " y=2y+x/= 2< S ?- + U^y- 

【3412】设 “ = 其中 z 为由方程式乂 一 xd+ ： ye> 所定义的函败，求 g 及 g . 

提示用求撖分的方法较好 . 

斛将两端锨分，得 

e , (14-z)dr=e x (l+x)dx4-e > (H-3 , )dy. 

又因 dw = 七 z 〉 dr+(y+z)dz—(j+z：)dy 一 （ j+ 2 ：〉 dz] 

1[( ， +« 〉吐^一 (x + z)dy+(y—x)dz] 


(: y+ 2 ) 


(: y+z ) 2 


/ . 、， ， I 、• •（y — ：） e^ (l + :r) 」 I (y — (l +>) 」 

(^+z)do ： -(x+z)d^ e^(l4-zy _dx+ e«(T+ Z ) dy 


故得 


du_ 1 I (x+l)(^ —X) : 一 , 

dx y+z (z+l 〉（ y+ 之 ） 2 


du 


X-f ： 


(v+l)(v-x) 


(y+*) 2 U+l)( ： y+z) 2 


f • 


【3413】设方程 ： x=<p(ufv) • y=tp(u.v) # z=^Cu^v) ，定义 z 为 : r 和夕的函数 • 求努和心 


di^d^y 


提示对 or,y 分别求偏导數即易获解 . 
解对 x 求偏导数，得 


1 _ du + dv 
du dx dv dx 

0 = ^du^dv t 
du dX dv dx 

dz — du , 
dx du dx 3v 


由 （ 1) 及 （ 2 ) 解得 


du _ d^j dv 
3x I dv % dx 


dip 

du 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 




其中 


d(p d(p 
du 9v 

d\p dtp 

du dv 


_ d(p dip — dtp d(p 
du 3v du dv % 


再将 （4〉 的结果代入 （3)， 即得 


3x I ^du dv dv dtl 卜 


同法求得 


£5= -丄 — d ^ L \ 

Oy I ^dv du Ou dv) • 

【3414】 设: x =9(“， v )， ： y = 0( w ， i ；). 求反函数“ =“(：1：，30 和 v = z ；( j ：，>0 的一阶和二阶偏导数 

提示微分二次，先后求出 du , dt ；, d 2 “及 d 2 i ；, 可将所有的一阶及二阶偏导数一起求出. 

解微分二次，得 

dx = 9 >i dw +^2 dv ， 

dy=^\ du^ipz dv % 

0 = 9311 d“ 2 + 2^512 dudv-\-<p2i dv 2 + <p\ d 2 u+^4d 2 i；t 
0 = if\\ du 2 + Zifit dudv + dv 1 -rip[ d 2 w4-0jd 2 v. 

其中右 F 角标号 1，2 分别代表对 的偏 导数，余类推. 

令 J =9> W〆 , ，則由 （1),(2) 可解得 

du=-YCi/)\dx — <pzdy) f 


( 1 ) 

(2) 

(3) 

(4) 


(5) 


^=-r(<pidy—i//idx). 


(6) 


于是， 


du 1 •/ 1 djj) 


du _ 1 o<p ^ — Jl ?Jl 

3y I dv ? dx I du f dy 


ai = T^ 2 = T Tv' 

由 （3)，（4) 解出#«,(1*1；,并把(5),(6)的结果代人，即得 

d 2 u = + [93; (/1 dw 2 -\-2if[ t du6iV-\- ^ i<pw du y + 2^[* dudv+ <p u dv 2 )] 


()(p 

3 u 


-p-[<9?2^n —*pz 93；! )(^2 djr —952 dy) 2 + 2(^^； 2 — 1 // 2 ip [ t ) (^dx — <p2 dy){<p\ dy—ip\Ax) 


+ (92^2-02 922 )(^1 da：) 2 ] 


o 2 


+ 2 ^ - dxdy + zrj dy 2 . 


dxdy 


ay 


比较上式两端的系数，即得 


t) 1 U _ 丄 r / r) 2 ip _ ^ijj < p \ / \ ： _n ( 3 Z jp _ d 2 <p \ d^) dip . / d 2 ip _ 3ij) 3 2 <p \ / dij} \ 2 "1 

dx 2 / 3 L \ ffv du 2 fio rfu 2 / ' ^ ' dv dudv dv dudv, du dv \ ^T ； dl^ 3t ； J^ J ’ 

^ U 一 If/ dip ^ (p d(p 注 0\ dip dtp _ / dt^ ^ tp 3<p c^jp \ / d(£ dip , dip dip \ , / ch^ (p d(p ^ 0\ d(p 30 

dady P \_\ dv 3t/ dv ) dv ^ dv Budv 9v 3u9v) ^ Bu Bv 3v du ) \ dv dr/ dv dxf ) du du \ 

d 2 U 一 IT/ dtp d 2 0 djj) 3 2 qj \ / d(p \ ^ ^ / dtp d 2 由 djjj ^^ \ dqs d<p ^ / dtp d 2 jp djj) d 2 (p \ ( d^> \ 2 "1 

dy 1 P L v du 1 dv du 2 ) ^ dv ^ ' dv dudv dv dudv ) du dv \dv dV dv dl/ / v / J* 


同法可求得 dS 和— 


3 X 2 ’ dxdy f dy 2 * 


[3415 J 设 （1), 


y : 


(2)x=e m -\-usinv 9 y=e M — 


^3u du dv dv 

求石， 5? 

提示利用 3414 题的结果. 

解利用3414题的结果 即得. 


(1) ( piUjV ) =UCOS —— ， ip ( u 9 v ) = 


din dd) dm dd) f V } V . V \ V ( . V \ ( . V V V \ 

= jz ^,-^ iz = \ cos v ^ v sm v ) cos v ~ y - sin v )\ sm v -' v cos v) =l 


从而得 gH ■ 贫 = 咖子， g=-ylf=^ 


V 

u 


dv 1 dd) V V . V 

-了 g =— cos — — sm- 


dv — 丄 


u 


u 


, sin 上 + cos 上 

ay I du U U U 


(2) f>(u$v) =e m usinvt 0(u f v) = e" 一 


于是 • 砮一―， 


UCOST；, 


= ^- 


e m —cosv. 


^t= 


从而得 


3v ^ T du ^ " T dv 

I = ( e“ + sinv) usinv— (e* — cost;) ucosv= “[e 1 * ( sini;— cosv) +1 ]• 

du _ _sim;_ du _ _ cost;_ 

dx e“ (sinv 一 cost;〉+1 ’ dy e u (sinx;— cost;) 4-1 ’ 


usinvt 


dv 

dx 


i U — cosv 




i_ + sinv 


w[e M (sinv_cosi;> + l] • 3y M[e*(sinT ； — cosv) + l] • 

) u = f(x,ytz). 

g(x,y,z)=0, 定义.求 £ 和 ^. 

h(.x 9 y,z)=0 

解微分得 

du-/idr+/idy+/idr- (dr 去 +d：y 義 + dz ~ )/， 

0= g^dx-hgydy-{-g[dz= (<Lr 去 + dy ^+ dz 去 ) 名， 


令雜 


0 = h ， t <Lx-{-hydy^-h ， ,dz= ( dLr ^ + dy ^ 4- d* ^ )A. 
= / 2 . f^y = /3. 则由 （2),(3) 可解得 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 



dy=-jrdx 


dz = -r-dx. 


将 dy, dz 代人 （ 1 )， 得 

du=/idx+/i ^-dx+Zi ~dr—*jj-(/i/i + /i/i + /j/i)(Lr—^(Lr. 


其中 J 


(x ， y ， z) 

对 （ 1),(2) ，（ 3) 再求一次微分，得 


于是 , 


d 2 w= (cLr 去 + dy 義 + dz 去 ) /+/^d 2 y-f/«d 2 z, 

° = ix^~ dy Jy^~ 6 z Jz^ ^«y At y^^ Zz ' 

0= (dr 告 +dy 吾 +dz 去 ) A+A;d*y+Md*z ， 

— + (dr )\ 一 A: (dor £+dy 

dtz= T [ Ai h +dy i; +dz k ) lg ^ g ^ h +dy f y +Az h ) 2fc ]- 


(4) 


(5) 


(6) 


dUuf) 


公 OKfl^J J _ j 3(f ， g) 

々 a(v^> _ 4f 3 (y,z) 


d 2 M= Tr[ I >( d ^£ + ^^+^^)V+/«(dx£+d y ^ + dz^) 2 g+/ 5 (dx£+d > ^ ; +dz£)\], 


■ d 尸舍心及 ^ 舍心代人上式，即得 
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音卜 (’1 fe +’ 2 + h ) 1 f+U ^ h h +U Ty^ U Ya ) 1 g+h ^ h fx^ h fy + U 盖 A ]. 


(u = f(x^yfZft) 

【 3417 】函数 “=uU, ： y) 由方程组 < g(y,z 9 O = 0, 


定义 • 


A(z“）=0 


求窦和 & 


解微分得 


dM = /:dr+/;dy+/:dz + /: d“ 
0= gydy-^r g^dz-^-g[ dt 9 
0^h\dz+h\ dt. 


(3) 


令则由 （ 2 ),(3 ) 可解得 


dz=-j-i — g ， y h[ >d.y, dt=-j~-Cg ， > h\)6y. 


将 dz 及 & 代人⑴式，得 d M =/ ； <Lr-f/ ； d>r-^(/ / ./i ； -/ ； /i ； )d^ 


于是， 


>^> 77 - 


其中，，辦 • 


【 3418 】设； r=/(tt ， t; ， u ； ) ， y=g(u^VfW) 


/l(M ， V ， T£ ； > ，求曾，和勞 • 


提示用求微分的方法较好 • 

解微分得 dr=/ldM+/ ， w di;-f/l,dt£；t dy= d v+ gi dw. dz=h / m du^h f v dv+h / w dw. 


令則有 


du=^Y g 
dz h 


hi 


其中 u= JG^y hfffeS. 1 : 是， 


lf=T- 


【 3419 】设函数 z= Z U ，： y ) 满足方程组 


r/(xtytZtr) = O f 
\gixfyfZft)= 0 9 


式中 （为 参变霣•求 dz. 

解微分得 /ldx+/ / y d 3 »+/ / .dz-f-/；dr = 0. gldx+g^dy+^.dz+g； d^=0. 

把 dz, dr 看作未知 M， 其他为系数.解之得 

dz = j^Lf(g^dj：-\- gydy) — g[ (frdx-^fydy)^ = j-[Cf f l g ， x —g / ,f :)dr+(/;g;— 〆/ ;> 办 ] 


其中 



[ r j(/,g) r 

* h d(y t O 9 ij d(z f O' 

= /(z), 其中 z 为由方程式定义的隐函数•证明拉格朗曰 公式： 

{[d 

1 证明公式并运用数学归纳法 . 

- <p( z) dy + y<p C z) dzt 




于是， 


从而得 


dz 

dx 

Bu 

d y 


1 — 外 (z) 

广 “) 


dz_ (p(z) _ ( .dz 

dy l~y<p (z) ^ Z 


'(舍 


du 


即当 n = l 时，拉格朗日公式成立. 
对于任意可微函数 g (2)， 有 


+ r x ^^ Z) h&y) 

— 鼗 +g ⑴碁 [—)_]=—V(*)ff ⑷ gu>|f 裝 +f ⑺ 〆 *)0 


= hW z)Kiz)d £\- 

令糾 ■?>(*)， 得 尝] 

即当 n = 2 时，拉格朗日公式也成立.设当 n = 々时，公式成立， 

即有 0 = fr ^[^ U ) f ；]- 

于是， ' 

=&[ 〆 、& 


即当；》=々+1时，拉格朗 H 公式也成立.于是，对于一切正粮数 n , 均有 


= ⑴砮 ] • 


【3421】 证明： 由方程 

少（工一 az ， y 一 6 z) =0 

(其中少 ( li , I ；)是变 ft u , T ； 的任意可 傲函数 ， fl 和6为常数）定义的函数 z ^ zCx . y ) 为方程 


S + 6 S = 


的解.说明曲面 （1) 的儿何性质. 


解由于 也 •（】一 fl 普)一⑽ ' 2 | f = 0 ， —4> ia |^ + 4>2 • ( l ~6|^)=0 


故有 


dz_ 少’》 dz ^2 

3 j ： at p\ +6^2 % a<p\ +b^>2 


将上面二个等式依次乘以〜6,然后相加，即得 


dz x L dz 

☆ r y = 


这就说明 z =* rCr ,： y ) 为方程 ag +6 g = l 的解. 


等式 ag +6 g_l = 0 表示曲面 （1) 上任一点& (勾，：^, z ,) 的 法向童 
与向 t r, = U ， 6,l} 垂 4. 过点 P: 作平行 于 ！^ 的直线 Z ■: 


dz 

d y 



易知 A 上的点皆在曲面 （1) 上.于是，曲面（1>是母线平行于 A 的 柱面. 
【3422】 证明： 由方程 


喷， 3)=0 




(其中 <1>( U ， T ；) 是变置 IX 和 T ； 的任 意可微 函数）定义的函数 z = 2 ( x ,： y ) 满 足方程 


(x—x 0 )|^ + (>— < y 0 )|^ = «' _ ^o. 


说明曲面（2> 的几何性质. 


解 由于也 


: — 2：0 —( X — ar 0 > 


dz 


，一 yO 


dz 


(x—x 0 ) 


dz 


( z — z o y 2 (z — 2o ) 2 _ • 1 (Z — Zo ) 2 


+ ^>2 


— zo — Cy — yo ) 


dz 

3 y 


u - z^y 


= 0 , 


故有 


dz 


(« — * 0)^1 


dz 


Cz — z 0 )<Pz 


(x — Xq )^j 4 *(y — yo )02 3y (t 一 JTo)^i + Cy — y 。） 少 2 

将上面二个等式依次乘以 工 - xoSl : y —: V 。，然后相加，即得 


， V dz , . v dz 

u ~ Xo ) ^ ( y ~ y o ) 3^ =z ^ z ° 


本题获证. 


等式 ( < 2 ： — 0：。>^^+( 1 >»— < >»。>^^一（2：—20)~ = 0表示曲面（2> 在其上任一点 ( 工 2 ， >»2 ， Z 2 〉 的法向量 n 2 = 

{ gL / gL ，- 1 } 与 向量。 =< X 2 —Xo ^yi—yo *Z Z — Z 0 } 垂直 . 作过点 Po(x 0 ， > ， Z 。）、 P 2 (j2 ，>»2 ， Z!) 的 


直线 / 2 




Zo 


^t—xo yt—yo z t 一 zo 

易知 / 2 上的任一点皆在曲面 （2) 上.于是，曲面 （2) 是顶点在尸。的锥面 • 

【 3423 】 证明：由方程 

ax+by^cx = (t>(x 2 +y 2 +r 2 ) 

[其中 0 («)是变 M u 的任意珂做函数， a ,6 和 c 为常败]定义的函数 z = z ( x ， y ) m 足方程 

(cy—dz)^+(az—cx)^ s=L dx—ay. 

说明曲面 （3) 的几何性质. 

解由于 a - hc ^ = 4 > ， • (2 x +2 z |^)* 

故有 


(3) 


dz 


化筘 =4/ • ( 2 ^ +2 z af ) 


d z _2 t ^/ —a d z _ 2 yd> f —b 

^~c-2z<P ，9 ^y~c-2z<P^ 


将上面二个等式依次乘以 Ory 一知)及 ( flz — n ), 然后相加，即得 

^— m a n )(cy^bz)^ m C2y<I> ， — b)(az—cx) 
c -2 z ^ 

( c -2 z ^)(6 x - ay ) 


( cy ~ 62 )|^ 4 - ( az — cx )|^ = 


= bx—ay 、 


c -2 z < p f 

本题获证. 

设匕（4,%,々）是曲面 （3) 上任®—点，并记 r 3 = 由于曲面 （3) 在点 P 3 的法向量为 》 i 3 

(EL 一 1 }，故由方程 


P 3 


(cy—Caz—cx)^ — Cbx—ay) = 0 

知 n 3 l ( i > 3 Xn 〉， 其中巧 = U 3 ，： y 3 , A >. 

设由原点到 P 3 的距离为 L 即 ar 〗+ y 3 + z |= d 2 . 考虑平面 

Tl ： ax+by+cz = d 

和过点 P 3 的球面 

并设平面 il 与球面 s 的交线为 C ， 则 
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1° 由点在曲面（3>上可知 


axi+by z -\-cZi = 少 ( 工 5 +M +«!> ， 

即 d =< Kd 2 ). 这表明曲线 C 上的点的坐标皆满足方程 （3), 即曲线 C 位于曲面 （3) 上. 

2°由 XI 为平面 , S 为球面知交线 C 为一圆周曲线. 

3°圆 C 的圆心 Q 即为由原点到平曲 il 的垂足，故点 Q 位于过原点且与平面/7垂直的直线/上. 
综上所述，可见曲面 (3) 是以直线/: f = f = f 为旋转轴的旋转曲面. 


【 3 々 24 】 函数 Z = Z Cr ,： y ) 由方程 


? = y /(7) 给出•证明: 


( : 2 - y - :* 〉砮 + 2:：y 努 = 2xz. 


证由于 2 x 


« 虑 ，故 


七 dz 

有 G 


lx 




同法可求得 


于是， 


(p— y — z2 )g + 2xy g 


七 ？- y + — z / ' (予） 

3y 2 ，门广(予） 

dz_2xy(y t ^^-x 2 )^r2xyU t -y 2 ^z 2 -zf , 

y(2z-f f ) 


2xyz(2z-f') 




本题获证. 

【3425】 函数 a :=*：(: r ， y > 由方程 F ( o :+2： y _ 1 ， y + 

dz 

癌 • $ X 

证由于 F ; • (l + 


。给出•证明 


xy . 


丄 

y 


F; -( 


y 


dz 

d y 


y 2 


+ F ; • 1 + 




故有 

于是， 
本题获证. 


dz yzF'z-j^yF'x dz izF\—xy z F't 

yUF\^yFt) m 

dz . dz yzF’2 —jt/F; (z^xy)(xF \ +yF \) 

r x + y r y = - — 


xFi+yF ； 


xF\+yF , t 


x y 


【3426】 证明 •.由 方程组 


fxcosa +^ sina + lnz —/( a ) t 
I 一: rsinfl+ycosa = / ’( a 〉 

[其中 《2= a ( x ,; y ) 为参变 l ,/( a ) 为任意可微函数]定义的函败 Z = z ( x ,： y ) 满足方程 

(fe) ， + (ff) 2=lJ - 

证由 xcosa+ysina + lnz =/( a ) 两端对： c 求偏导数，得 

cosa~xsin a || + y co S ag + ^- g = / ， (a)g. 


由于 一 jrsirkr + jcosas /' G ) ，代入上式，即得 

cosa + 4 - ^ = 0 或 

同法可求得 


dz ^ ^ dz 


dx 


3 x 


( 1 ) 


dz 


=—zsma. 


( 2 ) 


将 （1>,(2) 两式依次平方，然后相加，即得 
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本題获证. 


( g ) 2 +( g ) 2 —， 


= ax - f -^- + /( a ) 


【3427】证 明：由 方程组 


0 = x— 


'( a ) 


给出的函数 z = z ( a :,： y ) 满足方程 


dz 9 z 
Bx 9 y 


证由于 


dr = udr + —— dy + 


-4 + / ， ( a ) 


da = adx+ — dy • 


认 + dz dz 

故有 n 


于是， 


3 z dz 
3 x dy 


1, 


本题获证. 

【3428】证明：由方程组 


|[z-/Ca)] 2 =x 2 (y-a 2 )t 
\ [ z - /( a )]/ ， ( a )= ax , 


定义的函数 z = z ( x ,： y ) 满足方程 


dz dz 

r x 5； - 

证 2[z — /(a)][d« — / / (a)do-] = (y —V Uidr 十 : r * Cydy — 2ada>. 

于是， [ z — /(a〉]dz = x(y — a 2 ) dx + x 1 ydy — { ax 2 — [z —/( a )]/ '( a ) )Aa = x { y l — a ) dx -¥ x l ydy , 
3 z _ x(y 一 a 2 ) x 2 y 

B ^~ z - f( a r 


<ix 


dz dz _ x ^ y ( y z - Q 2 ) 

dy [z — /( a )] 2 


* — /( a 〉 

从而得 1 
本题获证. 

【3屢29】证明：由方程组 
给出的函数 z =2 U ,; y ) 满足方程 


x 2 ( y *- a 2 ) 

xy Lz-f(a)y^ xyt 


io^jr+y〆 (a)+ 〆((》) 
3 Z z 3 2 z 


(£h) 


o . 


证 


3 z ： 
dx 



3 x l 

=a-f [x+y9 ， (a)4-^ / (a)]|^ = a* 


3 2 z _ da 
dx % dxdy dy . 


又 


而 


dz 

r y 




由于裝 ，故骛 于是， 


d 2 z d 2 


d 2 z 


dy 2 (dxdy 


、* 

)= 0 °, 


本题获证. 


此题也可由康方程组第二式两端分別对： T 和: y 求偏导数而获得. 


【3430】 证明： 由方程7=工 9 (2：)+0( 2 )定义的隐函数2：=2：(1,30满足方程 

dz dz d 2 z , (££) 2 


( g ) l _2 


dx dy dxdy 


ay 


= 0. 


. n dz dz d 2 z d 2 z d z z 
记 55 = 夕， Ty ^ q ^ 5? = r ， d ^ Ty ^ 5 ^ W = 


证 



将所给方程两端分别对: r 和对： y 逐次求 僱导数 ，得 

免 (2T) + [ ： l ： 9'(2：) + 0 '(Z)]p = O ， \^X<p (z)Zq= 1 I 

2<p iz')p-\-\_x<p (,z) if (,z)~\p z -\-\_x<p if! < 2 )]r= 0 , 

<p (z)q~ {- \_X(p (z) + iz)lpq-\-[_x<p ， Cz)~]s= 0 9 

\_^<p (z) + ^(z)]g 2 4 -[x95 / (z) + ^ / (z)]/ = 0. 

将三式依次乘以 〆 ，（一“…及/> 2 ,然后相加，并注意到 ^'( z )+^ U ) 关 0( 因为 [x〆 
+ ^( z )] g = l ), 即得 


rq 1 —2pqs~\~tp z =0, 


此即所要证明的. 


§4. 变量代换 


1° 在含有导数的表达式中的变置代换. 设在微分表达式 

A = <P(xyy^y r 、 y„ ，…） 

中黹要把 x ，： y 换为新的变 MKfl 变及 《 K 函数〉 ，这些 变&与 归变量 

x=/(rtw) f y=gUtu) 

给出. 

把方程式 （1) 微分，便有 


，: y 之间的关系由方程 


IFF 


类似地可表示出高阶导数…结果得 

A = <Pi %u u ，•••〉• 

2°在含有 偏导数 的表达式中自变置的代换.若在表达式 


ry r . / dz dz d 2 z d 2 Z d l Z 


中令 


/(lift；) 


y= g(ufv) ♦ 


其中《和”为新的自变员，则偏导数 g , g , …由下列方程确定： 


du dx Su dy du f dv dx dv dy dv 


- - I - - T - - , - - - - - y - - -- , 

du dx du dy du dv dx dv dy dv 

3° 在含有偏导数的表达式中自 变置和 函数的代換. 在更一般的情况下，设有方程 

x=f(u 9 VfW) t y=g(ufV3w) f z=hiu 9 v^zv) f 

其中 “ A 为新的自变量 ， W = U < U , T ；) 为新的函数，则对于偏导数 •…得 到这样的方程 

dz rdf . df dzv\ ■ dz \ £t^ \ _dh ,dh dvj 

dx ^ dt dxv du ^ 9 y ^ du dvj du ^ du dvu du 




dw 

^ dZ f 


在某些情况下，使用全微分法进行变量代换是方便的. 


【3431】把: y 看作新的自变量，变换方程 


提示先求出 ：/=+,/= 


-3/ 2 =x. 

( 7) 1 ~ 


• 其中 ： r= ： r(y) 为 ( 工）的反函数，再将所 
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求得的 y 、/ 及:/ " 代入所给方程，即可获解 • 

解函数 jy =： yU ) 的各阶导数:••与其反函数 1 => 2 ：( 30 的各阶导函数 o ：', Ax ' …之间有下 
述关系. 


>*= 7 

/=(：//=(+)> z =-(7 T 

3(x") 2 -x^ 


=( yv =- 


: Vx = 


: , ) J 


公式 


公式 2 


公式3 


以公式1、2、3代入所给方程，化简整理即得 x w ^ x ( xy =0. 

【3432】用同样的方法变换方程 

(y) 2 y°-ioy>rV+i5(/) 5 =o. 

提示 利用 3431趙 的结果，可得 

10 xVj Jr -( x , ) 2 x u> 一 15 U ") 


( y m y 


：) 


将 y 、/、， 及: y ⑷ 代入所给方程，即可获解. 
解解法1: 

由公式3可得 


y 4> =(y 



u f yx iii 




<x 


-15( x ") 3 


以公式 1、2、3、4 代人所给方程，化简整理得 
解法2: 


= 0. 


由公式4町看出 


'w-(y)v‘ 》 -i5(/) 


(y) 




因此，所给方程可改写为一/0(/) 7 =0.由于 y 关0, 故得/ 
【3433】把 x 看作函数，把 r =： ry 看作自变嬡，变换方程 


0 . 


y 


/ 十 y =0. 


解将 r == K : r ) 看作 : r 的函数.对 r = x > 两斓 分别求 z 的一阶、二阶导数，得 

dt _ 


dr 


g = 2/+:/. 


由于故由 （1 〉式得 
.石 




y 


dr - 

d7 


由公式 2 及 （2) 式可得 


d^r 

d ? 


(S) 


l = 2y+xy , f /= — 


d 2 x 

d ?" 2 y 




将 (4) 式代人所给方程，得一 髮 + zy (替) 3= 。或聲 - f ( 替) 3 = 0 - 




公式 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


引入新变置，变换下列常微分方程： 

【 3434 】： r 2 /+:ry + ： y=0,g:r= e ，. 

解®思路当函教: y 不变，只作自变量的代换 i =: r ( f ) 时，注意到对$及$运用3431越中公式1及2 


的结果，可得 


di 

d 7 


及 


d 2 ^ dr dy d 2 x 
dt 2 dr ~ dt d7 


(釕 


将 x = y 代入上面两式，再将所求得的 y 及/代入所給方程，即可获解 ■ 

解当函数: y 不变，只作自变董的代换 x =： T ( z ) 时，注意到对运用公式 


及2,即得 


y 




dt 

£ 

d 7 


d 2 y dx dy 6 z x 
dr\ f^/dr jfj = d/ dj~ dt d?~ 

y dx^ dt dx' df 2 、 dr) dr dx 2 (dr)’ 

在本题中故有 营 - — 

从而有 y = T 9 

将:/及 / 代入所给方程，即得 &+ j =0 . 




公式5 

公式6 


134351 '= 贫，若 f=l n U|. 


提示应用复合函教求导公式，可得/,/,，，将，代入所蛤方租，即得@一3 ^ + 2 ^- 6 ^= 0 . 
解应用复合函数求导公式，有 

^ dt dx x dt 


，=士 [，冷 -&)差- MS ? -約] 4( 杂- 3&+ 2 釣 


将，代人所给方程，即得 




【3436】 (1 — j 2 ) y f， — xy f n 2 y =0 , 若： r = cosf . 

提示注意到^=一 sin/，^7 = — cosr , 运用 3434 題关于 3 /及:/的公式 5 及 6 ,求得及 / U 为自变 
董）后连同： r 代入所给方程，即可获解. 

解注意到 @=- S in /， g =- cosi ， 用公式5及6,就有 
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将 V ,/及 X 代人所给方程，即得 J ?+ n 2 y =0.. 

【 3437 】 y + ythx+^^y = 0 ，若 J^lntan 音 . 

提示仿 3436 題的解法，并注意 chj ：=- r— f thx = ~ cost . 

s\nt 

% 

解 仍用公式 5 及 6, 注意到 ^=4-, ^=— ch ^=4-, th ^=- cosr , 

dr sint dr sin 2 t sint 

就有 y / = sint ^= sin */ ^ f -+- sin/cosX 

将 ， < y "， cKr 及 thj ： 代人所给方程， BP 得 + m * y =0. 


( x ) e -^ o ^. 


【3438】+ 〆：!：>>/ + g( < z) i y=0， 令 y= «e ^ T <» >U>dC . 

提示注意 “= M ( x ), 因而 可知: y=：y (: r>, 将所求得的：/及/代入所给方程，即可获解. 

m / = ge— 机，啊一 + “〆: r )e —WV' 

"― d 2 M - "v du - j \ J . P^Odt , 

y 一 pe TK 一 〆 d _ e 幻 。 + | tt/)2(x)e - 

将 y ,/ 代人所给方程，化 简整 理即得 

【3439】 or‘/ + i：yy — 2y =0,若 x-c 1 , y=“c*，， 其中 u = uU ). 

提示由麥数方程所螭定的函数的求导法，求得 y 及:/，将 y,/ 及 u 代入所給方程，即可获解. 
以下3440题〜3443题均可仿本題求解. 

m _ dr _6*(«/十3«/+2||> 

y ~ d 7 — 

dl 






e # 


= e f (2«i-f M , ) f 


e 1 


广 +3 i / + 2“， 


其中及 M " 表示 M 对〖的一阶及二阶导数，以下各®类似，不再说明. 
将 y ,/ 及: T ,： y 代入所给方程，化 简整 理即得 

* T +( m +3) i / + 2 ii = 0. 

【3440】 (l + x 2 ) J /=y, 若 其中 “ = 


i f cost ^ usint 


解 / = 


i cosf+wsin/ f y 


(m^+u)cos : 


将：/，/及 i ,： V 代人所给方程，化简整理即得 u =0. 

【3441】（1-1:尸/=_>若0：=加，>=士，其中 u=«(0. 

ucht—usht 
解 y=- 


ch 2 


—= u ， ch/—ush/t 


y 




ch 2 t ch 2 t 

将 / 及: r ,： y 代人所给方程，化简整理即得«"=0. 

【3442】/+(工+/(1+;/) 3 =0, 若 : y=« -“其中 u = u ( 0 . 

uU + D - uU - l ) 

VTl 9 y ” = — 


解 y = ^r 


u+iy 


r +1 


u+lY 



将 y ,/及: r,：y 代人所给方程，化简整理即得 '+8 u ( i /) 3 =0. 

【3443】，一0： 3 /+工：/一> = 0,若 x = + f ： y = 导，其中 u = uU ). 


解 / = 




=^ = 1 ^\ y，= 3 "y 〒: =- ^(3«/+ 加 ，〉. 


7 7 

将 ： /,/, ，及工，7 代人所给方程，化简整理即得1 $ ^+(3夕+ 1)|/+|/ = 0 . 


【3444】令 u =^^ tt=\n 


-b 


，并把“看作变录 r 的函数，以变换斯托克斯方程 


y 


(X 一 . 


) 2 ( x —6) 


解由于 t = \n\x-a\ - in | x — 6|，故有 


d/ _ 1 1 _ a — b 通 dx_ ( j—a)( j — 厶 ) 

dx x~a : c—b (j: 一 a)(i — A) dr a — b 


又因 M = 故 y = u ( x — b ), 


du 


Tt 

将 （3) 式代人所给方程，即得 


^ = (x - A) dff + u = JI (x _ 6) + u= <£^>iL 

dx cLr x — a 

d ? 


_ Aa - by ( u - u ) 

(x—a)(j ： —6) (x—a) J (x—6) 


一 b 


Au 


(.a — b )' 


( a 关 6). 


134451 证明：若方程 


j ^4-/>( x ) j ^ + 9( x ) y =0 t 

由代换: r = 9 ( e > 变换为方程 ^ + P (0^+ Q (^) y = O , 

则 + / >( x )< 7 U ) + ( 7 ' U )][ < 7 (: r)]-h 

证^| = 9' ( 幻，•由公式 5 及 6 ,得 


⑴ 


( 2 ) 


(3) 


dy _ d$ d 2 y_ 1 d z y_ q^(() 

dr ^^ Te ) 9 dx z ~ i 9 \oy de wT^y de # 

代入原方程，两瑞同乘 iy ( 汾] *, 即得 

(0] 2 y = o . 

于足 • P($) = p<p f — K f Q(.^)=q • (f ) 2 I Q / (^)=9 / • i<p y +2q<p <p n . 

9 

从而得知 

[2 P (6) Q (6) + Q ， (0][ Q (6)]-?={2(^ / -^)(7 - - (9’) 3 +2 押 vj [9. (9’> 2 ]_ 

={ 2pq •(〆)’+〆• (ft) 3 }9 香 • ( 9 > / ) -3= *[ 2 p(x)q(a:)+ 9 ， (x)][g(x)] - ^' • 

本题获证. 

【3446】在方程 4 K ： y ,;/，/) = 0 (其中少为变撤: y ，;/ ,/ 的齐次函数）中令: y = e & udr . 

解 y = ue ^0 ^ , y = {u + M , )e^o ，nlx . 
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代人方程扒夕，/，/)=0，由于少关于>：/,/是齐次的，因此，各项含有的因式火*^均可约去，最后得 

少 (1 , m ，“’ + k 2 ) = 0. 

【 3447 】 在方程 F ( x 2 /, xy ^)=0 (其中 F 为其自变童的齐次函数）中令 u=x 


解/ 


_yu x(uy 4 yu > 一夕 “_ y[^xu + ( “ 2 — “>] 

— * u — ■ —— *- — *■' ■■■'" ■ ~ ■ ■ ■ 


y 


x 2 


.于是， 


xy f — uy 9 x 2 > /r = >[ xu / + ( u 2 —«)]• 
由于 F 为其自变景的齐次函数，因此，各项含有的因子义均可约去，最后得 

F(xM / + M^-MtMtl) = 0. 


【 3448 】 证明 ：经射 彩变换 


iy+Ci 

a ^ brf+c 




a2$+b 2 T7"fc 2 
a ^ brj^c 


^( l + y 2 )-3 yV i= 0 


方程 
不变其形状. 

证 本题似 有误.事实上，作压缩变换 

x=^t ( a ^ O ) 

(它是射影变换的特例），則原方程变为一知 3 1/广=0,显然形式已改变. 
【 3449 】 证明 ：施瓦 茨函数 S [ xO )] = <^— 

的值在分式线性变换 


尸 (ad — bc^O), 


cx^d 


下保持不变. 

证明甩路注意到巳知的分式战形变換 


可由下述三个定換构成 




y = a + 办 2 ， yt 


yi 


be —ad 
cicx ^ d ) 

， y \ = cx ^ d . 


因此，只要征明在上述各种变換下 S 的值不变即可，即只要 证明： 

S [ yi (/)] = S [ x(/)]tS [>2(0] = S [ yi ( r)]tS [ y (0] = S [^ 2 ( i )], 


证巳知的变换 


可由下述变换所构成： 


ax +6 

y= cTTd 


fl ( x + T ) + ( 6 - 竽) 


cx-hd 


a , be —ad 
c c ( cx ^ d ) 


y = a ^ py 2 • yi 


只要证明在上述各种变换下 S 的值不变即可. 
1 ° 令 ％ = cr + 山则 >^ 0 )=^ 2：’（0 ， yi (<> 


( O . 于是， 


ex (0 t y m \ (/) = c , 

W 餵 -I [ 餵 ] 1 = 語 -|[ 餵 ] 

r 令力 =士，则 /:("= 一谷，< ⑴一 2 ，， : ⑴=一 / 〆 二 九+ 6 ” . 


3^1 


于是 




y m \ y \~ 6 yT / y ! 十 ^ y ? 

y ' 


一 音( 


yiyi -2 y ? 


6/ 


: yi 


学- +( 吾-竽⑻ = s [ w ) ] 


3 ° 由 r 及 2° 即知 

心⑹ =$场 2] =^；-音卜⑨匕 心⑺ ]=心 ⑴]. 
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证毕. 


令 x = rcos < p t ： y = rsinp , 写出下列方程在极坐标下的形式： 

【則】普=告. 

, sin ^^ + rcos ^, , 

提示仿3439题，先求 = —^-，将 g 及 or ,： y 代入所给方程，即可获解. 

co 岬 g _ rsir ^ 

解当 : r = rcos^t y = rsinp 时， 

dr dr . dy . dr , 

而 = COSV3 -— rs —，^= sln<p ^ rcos<Ft 

穿 = ’ 穿— 2 — $— rco ，$ = — 穿 + 2co 呼骞— rs —. 


由公式 5 及6,即得 


飪 茫 + TC 。％ 


dy _ d < p _ Y d<p Y 
dr dr cLr • , 

而 cos^^-rs.n^, 

, , 2 / dr ^_ £r 

d 2 y _ dip 2 d<p dip dqf __ 、如’ dy 1 

dr 2 /cLr \ 3 / dr •、” 

\ di >) K cos f ^ rsint P ) 


公式 




&y ( c 。# 羌一 r —) 


公式 8 


将公式 7 及 : r , y 代人所给方程，化简整理即得 g = r 或 〆 = 
以下 各题， ^及$均简记为 〆 及，• 


【3451】 ( xy- y y = 2 xy ( l ^ y 1 ). 

提示先利用 3450 题中关于:/的蛄果，求出 X ：/— y 及 1+>/ 2 •然后将它们及: r,：y 代入所蛤方狂，即可 


获解. 


解 xy—y = rcos^ n 


cos 9~ rsin ^ 


rsin ^>= 


rcos 2 g?—r s 
r cos ©— rsi 


rsintp 


rsirup 


将 i ：/-： y . 


= 1+ ( r;〜+rxos 吖 〆 :土 i 

v r cos < p — rsin < p / Cr cos < p — rsirup ) 

y 〃及: r ,： y 代人所给方程，化简整理即得 〆 : 


一 sin 2< 



【3452】 U 2 + y 2 ) 2 /= U + yyy . 

提示仿 3451 題，先求出 j ： + ： y：/. 利用公式 

,sin 矽十 rcos «> i 


r cosip — rsirup 


求得 y . 


广， / 及 JT ,： y 代入所紛方程，即可获解, 
rr sin 2 炉 + r 2 sin ® coso > 


9? 一 rsin ^ 


sy—rsmp 

: y/ 及 x,：y 代人所给方程，化简®理即得 4/+2〆 2 — r 。 


写出表达式 



在极坐标下的形式. 


利用 3451 趙中 xy — y 的结果及 3452 题中 x+y/ 的结果 • 

3451 题中 xy f - y 的结果及 3452 题中: r+y：/ 的结果代入所给表达式，即得 


x+yy _ r 
xy —y r * 


134541 把平面曲线的曲率 


K = 


I 




用极坐标 r 及 p 表示出来. 

提示将3451題中 l + y 2 的结果及3450題中/的结果（即公式 8) 代入 K 中，即可获解. 
解将3451题中1+/ 2 的结果及公式8代人，化简整理即得 


K= 


( 〆 + 〆 *) + 


【3455】写出方程组 


在极坐标下的形式. 




dr 


^2= 


解由原方程组得 costp — rsin^j rsin^-f-Ar 3 cos^>, sin 史盖 + rcos 炉 


— rcos 史+厶一 sinp 


联立解之，即得 


^ = -^-[rcos^C rsin^+^r 3 cos^)) — ( 一 rsin^) ( — rcos^ - sin ^>] =是 r 3 ， 
= 丄 [cos 9 ( — rcos^+ifer 3 sin^) — sin^>( rs\n<p+kr^ cos<p) ] = 一 1 ， 


即原方程组转化为 


dr 

d 7 

dr 


= kr ^ 


1, 


【 3456 】引用 新函数 r= t <p= arctan +，变换表达式 

w=x & _i， §- 

解由 r=y?T7 ■ 两端微分，得 

dr=J cbr-fyd y== ^ Hr + ^ 

v^+y r r 

或 rdr= xdx-\- ydy. ( 1 ) 

由 parctan 含两靖傲分•得 d 9 > = ， + 声 = 含 dy — 含 dr 

或 ^d^xdy-ydx. ( 2 ) 

于是，由 （ 1 ) 及 （ 2 ) 可得 j ： rdr-yr 2 d 9 = (X*<Lr4- xydy )- (-y dx) = (x 2 + ^ )dr == r 2 dx, 

dx=ydr-yd f . (3) 

同理可得 dy=-^-dr-^-xdtp. (4) 

从而由 （ 3) 及 （ 4), 得 

jcd 2 yd 2 x=x ^-^-d z r— -^-dr 2 + -^Ariiy+Aj ： &<p+ xd J <p j — y ( ~^ zr ~ +"^rdxdr—dydp — yd z ^) 
=^ 7 ( xdy^~ yAx) + ( xdx-\- _y<ly) d^-f- (x 2 +y 2 )d 2 9 ?= — (r 2 d^) 4- (rdr) d<p-{- r 2 d* tp™ 2 rdrd^-f- r 2 d 2 9 ， 

于是， & =4(^)- 

134571 在勒让德变換中曲线 : y= ： y(:r) 的每一点 (_ 2：，;>0 对应于点 （ XJ )， 其中 

X = y , Y=xy—y. 
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求 YK 


dY 

di 


dX 


7; 


Y m 


dY ： _X ： 

dX y 


dX 


=— 


f ' 


M y /_dY_dy dx_xy f ， _x/_ ^ 

解 y _ dx _ E dx-dx-T~ Xi 

dx 

引入新变置 $及 7 ，解下列 方程： 

【3458】|^=|^,令芒 =: r +： y ， rj=x—y. 

解题思路 只要将尽，1 / 看作中间变量，应用复合函妓求偏导数的公式求出 ff 及 _ ，即易获解 z = 

<p{x-\-y) * 其中为任意的函数 . 

解当仅作自变世代换，引人新自变 M 

^=$(x,y ) , rj=rf(x,y) 

这个最简单的情形时，只要把 617 看作中间变 M , 用*合函数求偏导数的公式，即可求出 


• ££ = ££ I £5 

dx 外 dx drj dx * 

代人原方程，即得变换后的方程，本题中， 

dy dx 

于是，奘=尝+弊，¥ =努一孕，代人 W 方程，得 




铲 一 1 . 




dz , dz 9z dz ^ tiz ^ 

或 r v = ° 9 


即 


= y >( e ) = ^( x + y ). 其中史为任息的函数. 
【3459】 y — x |^ = 0,令 $=：!：， ”= 

解 # = l ， |S= 0 ，p = 2:r, 弘 = 2). 

dx dy dx dy 


于是， 

代人原方程，得 

由于: y 关0,故|| = 0,即 
其中 P 为任意的函数. 
13460 I 


IH ^ 2 户 




dz 0 dz 

矿〜一 


y(l| +2j _) 一 2:r> ^ =0 或 ^ 




:=<p(ri) = <f(.x z +y ) ， 


a + —1 ( a ^ O ) •令尽= 1 ， rj = y — bz . 

解当变 M 间的变换关系比较复杂时，用全微分法较好.首先，根据新旧变元之间的关系，求出它们微 
分之间的关系 

d^=dx, dr/= dy^bdz. (1) 

其次，将所求得的微分式代入表示新变元关系的全微分式，并按旧变元关系重新整理. 

d2 =|| d ^|^ d7 =||d J 4-|^(d^6dr), (l + 6|pdz=||d:+f ^， 


6 z = 


dz 

_ 


3z 


1 + 6 


dz 

a 7 


dr + 


1+6 


dz 

d v 


把整理后的式子与表示旧变元的全微分式 dz = ga ^+ gd y 比较，即得 






d v 

3y i + b . a f v 


代人原方程，得 


于是， 


dz y t dz ^ i t ^ dz 

3+% =1+6 5 或 a ?=- 
z = i •十史 （ 亨） = •十史 ( y —6 z ) • 


134611 



= 2, 令 $=:r 及 9 


= 2 


提示仿 3458 題，解为 z = 其十，为任意的函數 • 


解 


B 




g 


dz dz 

3x 


= 3z_j^ dz 
3^ x l 3rj 


dz 


dz 


代入原 方程 ，得 x ( fH ㈣ ) + f ㈣ 


x|| = z 或 

解之，得 2 =办 (7) =工 9 (子)，其中 9 为任意的 函数. 

把 u 与 X ；看作新的自变置，变换下列 方程： 


dz 



[3462] 

du 


丄 mrr az 


dz 命 

石 r ”， 若 


= lnx t v = ln ( y + vl + y 2 ), 


解 


rfu 


dv 


Tr 


ou ^ an ^ 3v 

， ^ = G ’ di = °' Ty 


yi+y 


t - 


9z 

ai f 


U ■ 

d y yiTY 


dz 


注意到 x = 及 : y = sh v , 代人原方程，即得 g + || = e _ s h 队 


dz 


3z 


【3463】 （ z + y )— —— •若 “ = ln vV 十 /， v=arctan 


解 


du = X du 

dx x x +y f dy 

^ h - 

dx 



3z 


dv 




dv 


*+〆• 


dz 


r 2 +y du x 2 +y dv’ dy x* 4-y 2 du x 2 +y 2 dv 9 
代人原方程 ，得 + x |^)=0, 


££-£5=0 ^ 兰 =^£ 

du dv du dv 


[34641 


dz 

dl 


+y 


3 z 

d y 


z+v/x 2 +y+z : • 若 u 


= 2= 




解题思路 本題宜用 A 分法，先求出 du 及 dt ；， 进而由 dz =^ diH ■竞 dl ； 求得裝及舞，从而可得竞 

解本题用微分法较好. 
dM = ^7 dx 


心 = 心+ ^1^±^ =心+ 止十外土^ ( r = 

vv + y + z 2 r 


( r = y / x 2 + y 2 + z 2 ). 


dz 


= _ dM + ^ dv = ^( J — 学 

( 】 一莞一 f Tv) dz= {~^ Tu + f fi) dx+ (T^ + f fv) Ay 


于是， 




VTv )^ 


f :)' 


§=( 士 feM 1 -砮一 f If ) 


(-含 贫)+ 〆 士 t + f 裝)— (1 -砮- f " If ). 

( z + r ) l ^ =2+r - 

推得 x 2 +y=0, 但由于 1 关 0, 所以， /+/ 不可能为零.于是， r+r^O. 从而，得 

dz_ 1 

Ji ~ T ' • 

，若 “ =2 工一 : 2 , v= f- 


^2 zdz 9 






dr = |£ dw ^|£ dv = |£ (2 d J --2 z d z ) + |^(- i - d y -^- dz ). 

( 1+Zz Tu + ^ Y v ) Az=2 fu^-7 Tv Ay ' 

2 fs( 1 + 2 *ls + ^ll) '' T y =： TTv( l+iz lt + eTv) 

2 x k +y T fi - f ( 1 + 2 z li + ^ k ) 9 



-(u + z 2 > 代入上式， 最后得 


+11 


z) r ^-\-{y-\-z)^ = x+y-\-z,^ u=x+z 9 v=y-^ 


竞 dv= |^(cLr-f d«)4-~ (dy+dz). 


! fJ d2 


l ^ dor + l ^ dy ， 

du dv 


^ tu ^ Tu ^ tv ) * - 


du dv > 


程，并注意到 x+：y+z=«+i; —*，即得 


dz dz 


dz 


dz 


变换表达式 


(If) 

解 dx = vdu + udx ;, dy = udu ' 解之，得 


(g) 2 . 


du : 


vdx^udy 

u 2 + i / 




于是， 


dz=|^du+ ^dv= [ 砮 ( IKb ： + M d>0 


砮 ) 竞一 v 砮 ) 办]， 

(ffZ+d ^) 1 = Tu r hy [( v ^ i + u ^ y + ( u ^.~ v ^ y ] 

【3469】令 $=： r ， 7 = y - x , f =*—: r ， 变换方程 

提示将 6* 7,（看作中间变 f ， 仿3458題，可得 |^ = 0. 

篇 du _du . du 3yy , Su _ du du du 
m dx~T^ dx Trj ax ac dx^d^~d^j~d^ f 


y + t ； 2 


[(ff) 、 (ff) 2 ]. 


du _ du du _du 

3y drj’ dz d^ m 


三式相加即得 1^-0. 


【3470】取 i 作为函数，而: y 和 z 作为自变 M , 变换方程 

£ x dz , 9 z ^ 
Cx ^ z ) di + y 9 ^ = 0 ' 

dx 

M dr=|^dy4-|^da：t dz 5 * 1 dr 一 


If If 


于是， 


Vx = b 

Tz 


£x 

By £ x # 
dz 


dx 


代入原方程•得 


即 


I 3471 J 取 z 作为函数，而 “=：y 


( ^ 2) 51-^= 0 - 

Tz Tz 

_ = □ (^0). 

^yy 

作为 自变置 ，变换方程 

dz , . . 、dz 


(: y -*) g +(： y+:>g = i 


解 du = dy — dz 9 dv = dy + dz . 


dr =^ du 4-|^ di ;=|^( d 3»— d 2：) + |^( dy + d 2) 


于是， 


(㈣- (lf + ㈣) 办， Tx = ^ J ^~ d ~ x ' 


dz _ du dy 

By dx dx 9 
■ 1 — ■ 

3 u dv du dv 


代人原方程，去分母，即得 


dx . dx 


( T ^ O ). 


3 u 9 v v 

【3472】+取 x 作为函数及14 =二， t /=： yz 作为自变敏•变换表达式 
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A= (ff) +( 砮） 


dM = xdz + zdr ， 6 v = ydz ^ zdy . 

cLr=^dM+|^dv=|^(xd2 + 2 ： cLr) + |^(>»d2+rdy). 


于是 ， ( X If ( 1_Z If ^ 


1 5 工 

l ^ z r u 

dx , dx 

x 37 . 




代人原式，即得 


G — 】_ 2z lf + 2 ： Z [(lf) l+ (^) 2 ] 


^ x Tu + y Y v ) 


^ X Tu ^ y Tv ) 


-2 


lf + (f) 2 [(lf) z +(l^] — “ 2 { jt - 2j “荛 w [(lf) 2+ ( ㈣ ) 2 ]} 

x 2 (lf + f If ) 2 x *( M lf +v lf ) 2 


【3473】令 e f = i — m , e' = >-iit J = z—ii •变换方程 


于是， 


(^+ z + M ) g +( x + z + u)g + ( x +3»+ u )|^ = x + y 4- z . 
dw=|^d^-H |^djy4 - |^e _, (dr —dw) + |^e_，（dy 一 dw) + j^e~ { (dz — du). 


将由上式确定的 g, g 及 _ 代人原方程，即得 




解 dw = Zxdx + 2ydy . dv= — -^dx—^dy, duj= -^-dz—dx—dy. 
另方面， du^^du+l^dT；， 故有 


整理得 


^■ dz—dx — dy =^{ 2 xdx -\- 2 ydy ) ^ —-^dx — ^ dy^j . 

dt= [ 2xz 窆一含 尝 +*)dx+(2yzg-f 货 +z)dy. 


将由上式确定的及 g 代入原方程，得 


H 2x H 尝 + 1 ) 〜 尝 + 1 卜 


= (y—x)z 


即 


94 



消去 [eMl + ti ;)] 2 , 即得 


尝 ) 2 =^n 


【 3478 】令 u=ln 


U ^ JT + y + Z ，其中如 = 切(“，1)，变换表达式 

—(g-g). 


解 dzu = dx-\- 6y+dz=^du-\-^dv= x ^ ^ 


: rdr+ 


du 


dv 


尹 )$(*)• 
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于是， 


( 1_ TT? 菪卜 = ( ； 47 詰一 ”心十 


将由上式确定的及 g 代人所给表达式，即得 


一 y 一 (3 ： -/( 卜 1^ ? 菪 )— （ 卜咖〜菪 ) A 

dvj 


dz dz 
dx dy 


— V 3 zc 


*+y du 

【3479】 ％K=xe*，v=;ye*，w=ze* ，其中 uj=w(u,v ) 9 变换表达式 

dz . dz 


A = 


fix r ) y * 


解 dw 


e . (1+z)d2 =|^ dM+ |^ dv =^ (e . dj+je . d2)+ ^ (e . dy+ ^ d2) . 


dTV t 


于是， 


(^+ z _ x 货 -y 甓) dz= 甓 


Sz 

Sx 


dw 

Tu 


1+* 一 


dw 


du 


y 


Sw 

1 Z 


dz 


dvj 

dv 


dy - . dw dw 

l ^ z ~ x dZ ~ y J ^ 


[3480 ] 令 $= 王 ， 7= 上 • C= 


A = ^ : az = ^ : dw 
3x dy du dv 


，其中 u ^= i ^(6,7， f 〉， 变换方程 


du 

dx 


解 dxv 


zdu 一 udz 


两《同乘 z 2 , 整理得 


= 鈴 + •什1?句,( 气 〆 辭 . 

zdu = z ^dr+ 2 ^dy+ (u-x ^-y 骞 ) d*. 


将由上式确定的砮，及代人原方程.得 


舞 g - 宿 +**!! 卜巧 •即驾令 f . 

令 x = rcos 9t : y = r S i n ?> , 写出下列各式在极坐标 r 和^下的 形式： 


du du 
X Ty- y Tx 


【 3481】 u 

解 dr = cos^dr— rsin^d^t dy= sin^xlr4- rcos^>d<p. 联立解之，得 
dr= d<p= ^dy—^dj：. 

于是，如 =>^(f Tr^ %)^(f fr^ %Vy 


[du x du y ou 
dx r dr r 2 0<p 


Ou 


du _ y du 
dy r dr 


du 

dip 


将公式 9 代人原式，即得 


(JL —\- v (^ 七 一2 £«\ = 

\ r dr r 2 d(p} ^ \ r dr r z dtp) 


du 

d(p. 


【3482】 


du I du 




和游 • 


公式 9 



解将公式9代人，即得 


^( TTr -^ r 7 ) Mfrr ^ r v )- Tr - 

【3483】边 =(§)*+( g )' 

« - = (f Tr~^ 訂+(子 Tr + V ID 、®、 鄉 • 

134841 ^ = & + 17 - 

解先导出极坐标变换的所有 二阶偏 导数的变换式，将 r ， p 看作中间变童，. 

d 2 r = d ( dr > = d (子 dr + 子 dy ) 


，: V 看作自变 S . 由于 


= -^~( dx 2 + dy z ) 一 -^-^2 > dr = + (cLr 2 -f dy 2 ) —-p -(xdx + ydy) 2 ^-^(ydx—xdy ) 2 , 
•d 2 95=d(d9> = d(^~dy—^~cLr) _ _ 2(jdy^ yds) X( j 3 ,_^ ( i a .)( jrc | J ._j_ yc j > ,) f 


故有 d ' u = |^ dr 2+2 g drC ^ + |^ d / + |^ d ’ H _ fj d 、 


3 Z u ( xd^-j- ydy ) : + 2 ^ u ( y^y ) ( xAy—ydx ) + d 2 u ( xd^ — 




( xdy—ydx)( xdr + ydy). 


将上式右靖按 ( Lr \ (Lrdy dy 合并同类项•并与全微分式 


比较，即得 


£!«=£! iin+Z £!if+Z 兰 , 

dx l r 2 dr 2 r 3 Brd<p r 4 9<p z r 3 dr r 4 dip 1 

d z u _ ^ d^U . 2 xy d l U , d^U , du _ 2 xy du 

dy 2 r 2 dr 2 r 3 drd<p r 4 dm z r 3 Sr r 4 d ( p % 


57 一 7 9丁 

d 2 U _ d l U 

dxdy~ r 2 J? 


Tr~^ 

- S z u xyi) 2 u xy du x 2 — y z 3u 
r 3 drdtp r 4 d(p 2 r 3 Sr r 4 0<p % 


公式 10 


将公式 10 代人原式，即得 w = y r 

134851 w=x2 0+ 2 o^； +y 穿 


d r u , 1 3 2 u , 1 du 

57+7^+TP 


解将公式 io 代入原式，化简整理得 


【 3486 】 w=y 0-2x> 



dxdy 


祭 - ( x lf+ y S). 


解将公式 io 中的《换成 2 ，然后代人原式，化简整理得 

【3487】令 x = rcosp ， y = rsin9 >， 变换表达式 

> 3v du dv 
dx dy dy dx 

解对函数《及1；分别用公式9,即得 


d^z 


= /jL £h — 2 2h\(^l 些 + 王 £ffU^ d JL_i 

\ r dr r 2 d<p / \ r dr r 2 dip / \ r dr r 2 dtp / \ r dr r 2 dtp / r ^ dr d<p d<p Or ^ * 


【3幼8】引人新的自变量—加， 7 =1+如，解方程 = g . 
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du _ 2xy _ dv dv _ y 2 —x 2 du 

C^+y 2 y = ~9i f ^ ； = (x 2 +y) 2= ai f 

d 2 u _ 3 / \ _ 3 r dy\_ d / a 1 ti 

dx z dx ' dy ^ dy ^ ^ ^ ^ dy 2 


同法可得 
注意到 


3 2 u 

dxdy 


d 2 V _ d 2 V 

Bx 1 dy 2% 


© 2+ (g) 、 © 、 (g 广 g 


du dv d 2 U , ^ 2 Ji 

f ^y l 


d z v t d 2 v 
d? 


则由公式11，即得 


d 2 z . d 2 


gH(fe) 2 +(gn @+& 卜 


由于 + •故得变换后的方程 


134931 


& 


+ m 2 z = 0, 设 


3 2 z,3 2 z_^ 

矿 0 . 

e _ cosv ， y = e_s 


解 由于 or = e _ cosi;，y 


〖，故有 


: 2 +y= e*、u = ln v^+y t 




Arctan ^ 


的多值性不影响求导所得的结 果）. 于是， 


由 =-g. 


由3492题得 


s + f^ + A = [(fe)*+(gn(&+&) +m2 * = [(x^ 办 


d 2 z k d 2 Z 


(y+y) 2 」W 


〜 2 -(& + &) +m2 : =o . 


9 z z 
3 t / 


e 2 -z 


【 3494 】 |^j — y Ty b > 0 ) •设 m = J—2>/^ 及 u = x+2>/^. 


TjT ^ Tx =u Ty 

3 2 m — d 2 u _ 

a? = 5? =0 * 57 = 


dv 

,G 



d y 2 2 yi f 2 yi 9 


由公式 11 得 



CL^ I 











TSj^i 

f# A #M 



<iu dv 9y 2 


z i. 


dudv d 


f 7 = f sec2 f un f 砮 4 4 sec< f S ’ 

£irh ec2 f 砮十 f sec * f^iB^T 



代人原方程，得 


(xsinysec 2 | 一 | sin2 



n f ) f ： = ( 2xtan f ~ 2xtan-^sin 2 f)^ 


2:rtan ^r 

… iwf 十 


d 2 z_ 

矿 


134991 


2u dz 
+ y du 


|^ —y |^ = 0 : y=(u — v) 2 . 


解由工=(«+1；〉 2 及: y =(«_ i ；) 1 分别对 x 及对： y 求偏导数•得 


l = 2(u +V )(g + g). f0=2U + .)(g + g) 

0 = 2(.-.)(g-g), il = 2< tt -.)(|H-|^) 


解得 


du 一 9v — 1 

dx dx 4(« + V) 


2 (—)(g - g ) 

dv _ 1 

a^ = 4(u- v ) # 
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于是， 


dx du dx dv dx 


= ACu\-v) (f^ + 竞)， 


dz _ 1 f dz dz \ 

dy 4(wv) ^ du dv 》 


9 2 z_ 1 

dx l ~ 4(m+t/) 2 


(ff+S) (f^ + ff) + 4 (i^(& 窆 + S ； ^ + £tv 




16(u + t;) 2 


(& +2 & + &) - 


同法可求得 
d 2 z 


代人原方程，得 


一 ( 砮一贫 )+1^ 士 7?(&- 2 fe ； +0). 


d l z 3 z z 

^ y J7 


一^^(砮 + 砮)+去(&+ 2 &; + &)+§?士^(兹 _ 玆)一去(&- 2 &+&) 

Tu^'^f ff+ 4 &)*°* 


即 


3udv 


7^/( v ^ u Tv)^ 


【3500】 

解由 

du 


= ( C ) a •设 


d z z 

dxdy 
\ = Xt v = y+z 讲 


M = Xt v= y+z. 


= dx , dv = d . y 4- dz . dz —^ dM +|^ dv =^ dx +|^( dy-f dz ). 


于是， 


^Tv) dz "Tu Ax ^ 6y ' Tx 


dz 

Tu 


dz 


dz 

dv 


IF 石一「 


dv 


dz. 

Tv 




dz 

dv 


dz T dz 
dv dv 


( 1 ) 


又 


£ r y ^ h ( 1 + r y ) = ii (-^) = j^iy 垚(諄 ) = "^ iky ( S ; 砮 +0 S ) 


(卜卽 




c)z 

Tu 


■^去^ 1 一砮)+1^玆 • 


( 2 ) 


将 （1> 式和 （2〉 式代人原方程，去分母即得 


(Dfe+l! 


d^z 

dx/ 


【3S01】 利用线性变换 ex + A ^ fx + Aj ，把方程 

A I ? +2 B ^3- + C f 7 =0, 

(其中 A , B 和 C 为常数且 C 关0, AC — B 2 <0) 变换为下面的形式： 

a* 


( 1 ) 


d ^V 


= 0 . 


求满足方程 （1) 的函数的一般形式. 


101 




解 


du du . du du 、汐 M i 

Ty =Xx T^ Xz Trj' 

a^ =A, 5?+ (Al + A2) 兩七 2 


d 2 U _ d 2 U . g d 2 U I d 2 U 

d7~W ^j 


m=a{ ^ +2AiA2 §7' 


57 =々 


将上述结果代人原方程，得 


(A + ZBAi+CAD^^+ZCA + BU+D + CMdl^ + OA + Sa^ 


d 2 U 


0. 


^^2 1 1 I A2 / ■ v^/iiA2J^^g^ * i 心 u/\2 I ^A2 / ^ 2 

当 A + SBAi + CAfsO 及 A +2 BA 2 + O !=0 .即 & 与 A 2 为方程 A + 2 BA + a 2 =0 的根时（注意，由假定 
C 关0 , AC — fi 2 <0, 故此方程恰有两个相异的实根），原方程变换为 


[ A + B (㈣ + a 山皆 0 . 


由根与系数的关系得： — 于是， 


A + B ( A ,+ A 2>+ CAiA 2 = 


2( AC-B 


C 




从而，必有氣 =0 . 此时•载 = ^ ( s )=0 , 故 § = ，“ )a 


= | f (^) d ^+ ip ( Tf ) = tp (^)- htp ( rj ) = < p { x+Xi y )+ i / f ( x - hx 2 y ). 


135021 证明： 拉普拉斯方程 


的形式在满足条件 


命。 

dip 一 dj^j _ d^f 

du 9v " dv du 


f(WtV) 


y = iffiuyv) 


的任何非退化变换 ^ 

下保持不变. 

证 dr = gdM +^^ dv ， gdw 十 |^ dv = — |^ d “ 十 

令•由于变换是非退化的，故知 


D ( x , y ) 

D(ufV) 


«(|^( 諾 ) 2 ，. 


由上述方程组解得 du =- j {^ x -^ dy ), dt ;=+(|^ dr +^ d ： y ) 


于是， 

由3492题的证明及公式11,并考虑到 


七 = 丄弪 = 些， 

Bx I du dy 


化=_丄 

dy I dv dx 


( g )*+( g ) H [( lf )*+( l ^]-+ 


即得 


或 


= 


d 2 z , d l z 


[( fe ) 2+ ( S ) Z ](& + i ^) = +(^ + S ) = 


&+ ls =0 . 


即形式是不变的. 


【3503】令 “=/( r ), 其中 r = v / Vp ，变换方程: 

(2) MAu )= 0 . 


(1) Au=^rr^^ = 0i 


解⑴ 


Bx 2 dy 2 

du _ … v dr 
dx 


'( 令 广⑺ 


du 


'(4 


ctlav^dv 
乜 du;t1du 
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于是, 


a 2 


dx 2 


同法可得 



= 垚[广 (r 〉f ] =< ^+爹广 (/0+ 工广⑺ (-青 卜妥广⑺. 

= _/"( r ) + _/'< r >. 于是， 

加 =y"oo+ 士 /’(”)= 杂 ++ g=o ， 

也可写成+去 (^)=0. 

(_〉■+ 去[如]=+ iH ( 9 + T S )] = T Tr [^^- T d f r ] 

d 4 u t 2 d 3 w 1 d 2 u. I du A 

= d7 + Td?"7-d7 + -? d； =0 - 


135041 若令 《;=/(«)， 其中 ii =( x - x 0 )( y -^ o ). 则方程 

d 2 W 


d Z ZV 


解 赁令>。) 瓮, 


3xBy 

B 2 w 


+ cuf =0 化为何种形式？ 


dxdy 


棠〜替， 于是，方程变换成 


dxdy 

0. 


d z iv . du;. 

“w+ 石 + cw 

【3505】令 x + y = X , ： y = Xy , 变換表达式 

A d 2 U A d 2 U l du 

A=x a? +y aS ； + ai- 

m X=x+ ^ y = f = A =1 一 •是’ 

dX_. dX_. ay_ y dY_ JC 

3x dy dx ( x + y ) 2 f By ( j : 十 y ) ? ’ 


du 


3u 


dx dX ( x + y ) 2 3Y 9 

& 舍… 2 


y 


_ _ _ 1 2y 9u 

(X + 3 O 2 SXdY 1 (x+y ) 4 9Y 1 U+yV 3Y f 

d z u _ 3 2 u I x—y d z u xy d l u :一 y du 

d^dy^d^C ix+y) 1 dXdY^U^yV 5T 7 — 

a 2 


代人所给式子，得 


(x^yy ay- 

d l U I du 


A = X JXdY^dX 9 


【3506】证明:方程 04-2 xy g +2( y — y > g +: rV ^=0 的形式在变换 ： r = ⑽及 : y = + •下保持不变. 


证 


y 


dz 一 dz du 
dx du dl 


ocy . 于是 


dz Bv dz 


dv dx 


=y 


du 


dz _ 3z du . dz By _ dz 1 ^ 

3u dy dv dy du y 2 


dz 

dv 


d z 


z 3 (dz\ d ( dz \ 2 沪 2 

^ Tx \ Tx ) = r x \ y Tj =y ^ 


代人原方程，得 y 0+2 o：y 砮 +2； r (厂 y ) g - 2( y - y ) 表 ||+?"=0. 


即 


^+2ut/ ^ + 2(1 ； - t/Op + W — O, 

du du dv 


故其形式保持不变. 

【3507】证明 ：方程 g + 2 ^; + |^=0 的形式在变换 M = : r + Z 及 v = ： y + Z 下保持不变. 
证将作中间变 M , x ,： y 作自变最，微分得 
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dw = dr + dz ， dv= dy + dz , d 2 u=d 2 v= d 2 z. 


于是， 


d^= ^du+|^dx;= + ^ )dz- 

au dv v du ov f 


^dx+^dy. 
du dv 


令 A=1 一堯一 If ，则有 dz= 士 T u ^\ 竞办，且 


dz 1 dz 
- = — — 

dx A du 


3z = ± dz 
dy A dv 9 


从而有 


du=dx+dz = 


dz dz 
dv J i J 


Bz \- — 

>=dy+dz=^<LrH - , 


d 2 z=?4d« 2 十 2 


dudv 


dudv ^ d ^^ u ^ v . 


上面最后一个等式即 

- If ) 心 MfeB 1 -諄)-瓮) d ，] 
+&[ if di + ( i -芫) 办]] . 

于是 . 1 ? = ^[( 1 _ 1^) 1 & + 2 ( 1 _ ff)S £k + (r u y &]• 

^~ i [ S ( 1_ fe ) l 7 + f ： Tv & + ( 1- if )( 1_ S )£^ + f ；( 1_ fe ) l 7] 
穿 = 去 [(玆 / S ' 1 * 2 砮 0 -砮) fe + G -砮 ) 2 f ^} 


代人原方程，化简整理即得 

故其形式保持不变 . 

【 3508 】令 

变换方程 



0 , 




= 7f ， 

3 2 u 

3xSy 


y=^ 

鴃 + 


:= 印 


d l 


dxdz 


解由于 


1 = fff +， lf ， 




故有 


同法求得 


于是， 


U ， 

^ 2 《， 

丑=丄， 

杉 2 ?， 


以+❾ 

t-k 


d 4= 




红=丄. 

3x 2rj 

丄 

dy 2^ 


du _ du 

di = J^ di 

d l u a 


du drj 


3rj dx 


du 3^ _ _ §_ du , 1 du . I du 

af dx~~2rj^ 5^ 2f Tri Uj d\" 


dxdy 


= ±(^i) 
dy\dx^ 

— 苎-丄 i_ ( 七） + 土（丄 ）2+ 丄 i (㉔） +A (丄） £h + 丄 1.(^) 

dy^27f^ de 2 呎 dy\d^f dy\2\；f drj 2f dy\drj^ dy 、 2rj, 2rj dy\d^/ 

1 du $ d 2 u 1 du _5^ 32 M i 1 3u I ^ 3 2 u , 1 d 2 U ( 

H 2? Wv 


F=l >♦- «r w _ 1 , 1 d 2 U 1 du 7] d 2 u 1 du ^ 9 2 U , 1 9 2 U 

同法 1 求得 巧—兩3 + — %死 — 4 f 7 5? ■十泛 硕， ) 


d 2 U 


du 


^ d 2 U 


_ _ _ 1 du , l d^U— 1 du _ C^U , 1 

^ =_ 47c^~4^^~4^c 4 ^ a7 _ 47€^? - 4j/^af 2^ 


(3) 


L 
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将 （ 1) ， C2),(3) 三式连同 x, ： y,2 ： — 起代人原方程，化简整理得 


即 


【 3509 】令 


$十 7 舞 發 =2 ( 的 甙 杂 +G ❹ k ) ， 

4($) + 7《(々) + #(冷) =2 (句氣+7?祭 + «祭)- 

yi =x 2 +x 3 —xi f y 2 =x l +x 3 —xi , >3=^1 +x 2 —x 3 • 


变换方程 


d 2 z d 2 z d 2 z . 3 2 z I 3 2 z , 3 2 z _ 

dx\ dx\ dX\ dx 2 3x\ dx % dx 2 dx^ • 


解不难看出 


-- L + 丄 UJ - 


dz _( 

Bx\ ' 3y\ 1 ^yt ' 3yz ^xi ^ ^y\ ^yi 

把上述结果代入所给的方程的左端，即得 

d z z,d z z . d z z . d 2 z . d z z . d z z 

T + 53 


+忐)*， 


dz 

a：rj 


(忐 




3x\ 


dX3 3X\ dxz dX\ dXi dxj ^Xj 


= ^ r ( 2 fe ) + i ( 2 S )+5 t ( 2 S ) 

=2 [( _ 忐+忐+忐) fe +( 忐-忐 + 忐)& + (忐+忐 _ 忐)忐] 

— gf + gl + gf ). 


从而，原方程变换为 


【 3510 】令 


s7^^ayl 


o. 


2 

x 


X 


y-^ 


变换方程 




h+ 2xz #+ 2 外〜 


3xdy 


dx3z 


dydz 


提示将方杜写为 A 2 u - Am = 0 的形式，其中 


A ^ f ^ yfy^b 

解定义算子 … 八“^^+^+^卜则有 

A 2 “ =A(Au)=x 去 M “) ~CAu) + z ^(Au)=x(x 長 + : £^ z + h) U 

+ y ( X ^k-y + y i 7 + Z S'z + h) U + Z ( X & +y Wz +Z B + fz) U 
= ( x h +y 'h^ z fz) 2u+Au ' 

于是，原方程可改写成 （ x ^+^ +a: S) 2 “ = 。 或〜一 A“=o. 

但是， 

Mi Trp f?)^(T ? 7 - ㈣ ） 


. du t du K du 

Au=x __ +y __ +z 


dz 


=( 厂令 > 



从而 


A 2 u=A(Au)=(?^)A M = C^(c|^)=C 2 |^ + ?|| 
t A 2 u-Au = ^ |^. 由于 f #0, 故原方程变换为 





【3511】令 

把表达式 


^ =0 - 

jo — rsin^cos 史， y= rsin^si rup ， z= rcosd 9 

—® r +( gr +( g )、— g +&+& 


^2U = 


d 2 u { 1 du 

a? R* Jr 


变换为球坐标下的形式. 

提示 所给变換由下面两个特殊的变換 构成： 

x = Rcos < p 9 ^=Rsin^t z=zi R = rs\ndf < p =< p ^ z = rcosd $ 

并分别利用 3483 题及 3484 題的结果 . 

解先作变换 0-尺 CO 岬， y = Rsin < p , z = z， 它相当于对: r,：y 坐标作一次极坐标变换. 

利用3483题及3484题的结果，对新变元 R ，< p ， z 有 

A _ d 7 u , d 2 u , d 3 u _ d 2 u , 1 d 2 u , 1 du ,3 2 u 

再作变换 Z^rsin^， O z ^ rcosd . 它相当于对 f?，z 坐标又作一次极坐标变换，其中尺相当于公式9中的 
:V, (9 相当于公式9中的^.于是， 

= A £ff + 丄 ^ = sin ^— + 

3 R r dr r l dtp dr r dd % 

再利用 3483 题及 3484 题的结果，得 

心=(玆) 2 ++(_) 1 + (窆) 2 = (砮) 2 + 去(驾) 2 +7^(驾)*， 

a 2U »££+丄丄 £«4-— 
dR l R l d 9 z R dR ^ dz 1 

老？! if 十丄 £lff + 丄 士£ + ― ! — ☆ + K sin ^ ㉝十£2逆 in) 
dr 2 r 2 dQ 1 r dr r^sin 2 ^ dtp 2 rsind ^ % dr r dQ ) 


9 2 u, 1 

57 + 7 


= 57 卞 7 l^ + T Tr^T^e^TT^eTe 

= v [ fr (^ fr ) + ^ eh ( < s , n 0 Tg ) + - dre ^]- 

注意到两次变换的乘积就是所给的变换.因此，最后得到 Au 及的结果即为所求. 
【3512】引人新函数如，令切 =〆 ，变换方程 




篇 3z _ dz c!w _ 1 3xv dz _ \ drv 
dx dzv dx 2z Sx 9 dy 2z f 

d 2 Z_ d (3z\_ 3 ( \ dw\ _ 1 d 2 XV 1 dz div_ 1 d 2 W 1 /3w\ 2 

5?"~2? dx Ji~zi dP~~4P * 

9 2 Z _ 1 d 2 W 1 /dw\ 2 

d^^Yz a 7~5? Va ；； - 

代人原方程•化简整理即得 40+穿)= (ff) 2+ (g)、 

即形式是不变的. 

取《和1；为新的自变置，而 w=u<u，t；) 为新函数，变换下列 方程： 


135131 ，§ +2 g = +， 设“ = 7, 

解从3513题到3522题均属作变换 


>=XjW=xz — y. 
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u=u(x^y) f ^ 

的类型.我们来导出一般公式，顺便指出一般方法 . 

将 U ， V 看作中间变童看作自变 S , 則有 

du = ^dx-¥^dy t dz;= dit»=^da— 

dx dy dx 9y dx 


^=wix 9 y 9 z) 


dxv , 

d^ 6y 


Szv 

dz 


dz. 


d z u= 


a 2 


dx z 


+2 £ S dxd ^ l 7 dy, 


^3 Z V. 2 { ^ 5?V 4 J I 2 

'-J7 Ax 2 5^ 心办 +^7 办 . 


〜令 2 ^ J 7 d ^ d ^ 2 

将 dusdii 及 dv 代入全微分式 duf=^du-h^dv t 化简整理得 


a 2 


dzdx 


dzdx+ 




X g + 尝尝 - 尝 ) 如 + (S g +完 r y - d f y W 


于是， 


f 3z 
dx 


公式 12 


■ (^ w \ f £w . £ttf 3 v div \ 

^ dz ^ ^ du dx dv dx 3x ^ % 

_ / dw 、 • ■ f dw du . dU) dv 一 dw \ 

dy ' dz ^ ' du dy dv By Sy ^ f 

其中 g 及 g 是质方程中旧变元间的偏导数，而 g 及 g 是变换后新变元间的偏导败，其他均为由已给变换 
导出的己知关系式. 

把上曲求得的 d 2 W , d «, dz ;, d 2 M ， d z v 代人表示新变元关系的二阶全傲 分式： 

dudv +^f dT/ +p^“ + p ^ v ， 

; dlf du dv 


d 2 u;-^Td« 2 +2 dl 


dudv 


再把式中的 ck 表成巳求得的 gd:r+gdy, 按 d;r z ，心 dy 及 dy 2 合并同类项，最后把所得的结果与表示旧变 


元关系的全微分式： 
相比较，即将 


d 2 z=gcb- 2 +2 兹 cb^+f^dy 


d 1 


r) 1 Z _ / £^\ ~ 1 「 a Z W ( du \ 2 . ^ (i Z VJ du Dv ,S Z W j dy\ 2 dw d l U . dw d 2 V 
dx 2 ^ dz ^ L 如 2 Sudv dx dx dx/’ du dx 2 dv djC 2 

d 2 W_d l W/dz \ 2 r, d 2 W _dzl 

51石 一 5 i 」， 

d 2 Z — ( dw \ 1 「 d 2 w du du . d 2 IV ( du i_£ff £v \ , d 2 W dv dv . dw 
dxdy 、 dz ) 3u 2 Ox dy dudv^ 3x dy dy dx ^ dl/ dx dy du 

S 2 W d Z W dz dz d t Z dz 3 1 Z dzl 
dxdy dz 2 3x dy dxdz dy dydz aj ：」 

d^_z = (3w\~ l \3±w/du\ 2 , 2 d^w du 3v,^rv(3v) 2 
dy 2 、 dz ’ du 2 ' 3y f dudv dy 3y dx/ ' dy ^ 

d Z wd 2 W/dz\ 2 r,3 z W dz 1 
dy 2 dz z ^dy) dydz dy J 


0 2 v 


dxdy dv dxdy 


公式 13 


3zv d 2 U . dxv d 2 


_ dlV _ 

du dy 2 ^ dv dy 2 


公式 13 太 fl 杂，一般不直接应用 . 本题用求偏导数法较方便.由于 

dw dv 


dw dz . tt dxi ； _djjj 

石 一 1 & 


dy du 


g + 


dv dy 


X diu 

y 7 du 


故得 

于是， 


dz 

d y 


w — —— 

7 ^ 


穸 + 2 S = 士 (/ f? + 2> S) =y Ty ^ y " h [^ (i~7 尝 )] 
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a 2 


由于 4 尹 o , 故原方程变换为 


y 


135141 


d^w 

a ? 

d 2 z 


d Z Z 0 3 2 Z id^Z ^ w, 

5? 一 2 “+57 =0 , 设 “ 


解 


du du 


Sv 


dx dy 
代入公式12,得 

dz (dxu 

Ji =x \lZ 


dx 




dv 

Ty 


: r +> 

dxv 


■=2 


dx 


y dzu , z \ — dxv _ 上 dm 
x 1 3v X 2 ) X 3u X dv 


a y 


s =- 


0, 

啤 + 丄 ^)= 

' du x dv ^ 


dxv , Dzu 
du dv 9 


令只 =|£ — |£ = — 2 ¥+ 三 _^，=切一 
dx dy X dv I dv 


(旧尝 .于是 • 


^T 2 dxdy dy 1 Kdx 2 dxdy / \ dxdy dy 2 I dx ^dx dy ^ dy ^dx dy f dx dy 

dR du^jR dv dR 3u dR dv a V ri 丄 .^1 / v 1 \ 

= dZ 5+5 r^Tu Ty^Tv ^rsL w — (1+v 〉 ^; 」 l—6—7) 

_ S _ S -(1+ V ) I ^] [-士 (1+ 斗士 (1+1;>1 0 =0 ， 

由于: r 关0, 1+1；#0,故原方程变为 1^ = 0. 


【 3515 】 1^ + 2 誌 + |^=0, 设 〜+> 


xy 


解 

代人公式12,得 


§ff = 25f«^ 

3x dy dx 


B~y 


=—l f 


dtv du) duf_^ t 

57 = ^ 石一一 h 


令 R = lf + g = rf 厂 2 菪 =tt — 2 


dx du 
Sxo 


dw 

石， 


dz 

a y 


dw 

du 



3u # 


于是， 


& +2 fe+l^ = 碁 (ff+6)+ 急 (fe+lf) - 8 + lf-IS ( 砮 +S) + lf ( 砮 + S) 
=2 £( M - 2 尝) =2-4 & = 。， 


原方程变换为 


a 2 


du 2 


【则 g 


3 2 z x Sz 讲 x+y 


解 


du du dv 

•■— •—» I ■■圈 _ _ _ : 

dx dy dx 


Bv dw 


3y^ dx 


=°« Ty 


ze 


>= ze . 
Svj 


9z 


= e \ 


代入公式12,得 


dz 

3 x 


+ 命尝 ) ， g+ ， ( 玆-菪卜 


于是， 


3 2 z 

1 . 

T e 


dxdy dx 


卜弘 _， g ) …盖(盖 )= 叫鈇.&莛) 


/ d Z ZL 


ff )= 


原方程变换为 


a 2 


dudv 


= 2 ze y =2 w . 
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【3517】 


I ? -2 ( 1 + 子 ) y = 0 , 设 《 =u=z+y,t^=x+y+z. 


解由公式 12 不难求出 


dz_dw . dyj 
Bx du dv 9 


Bz dw 

■■ ■ ■ ■ 、 

dy 3v 


于是， ff—g = 同 3514 题的方法可求得 


2 


:一 2 + (^-― )( = ^±(^\ 

3xdy 9y ^dx dy ^ ' dx dy ’ du ^ du ^ dx dy ^ dv ' du ^ ' dx dy f 

dy ' dy^ dv , ^ u ' Ldu^ dv ^ dy 9v^ 3v J ^ u 1 / di/ # 


将上述结果代人原方程，即得 

【 3518 】 <l-x 2 )0-h(l-y)|^ 

dw 

JZ ， 


d 2t W 


(f - 】)&=。. 


3z 


dz 


di + y ^ 设工 =si ⑽ •: y; 


e' 


解 


dz dz dzu du e w 


mmmmm 

3x dxv du dx 


Ty 


3w 


^ = ±(^L ^) = ±(JL. 化）如 = 丄「上 ^ 

dx 2 3x ' COSU du 1 du ^ COSU du 1 dx COSW L COSH \ du ， COSU du 1 


尝 ] 


e w 


]• 


+ tanv 


dw 

dv 


£l£ = _el^r (^) 2 + ?L^. 

ay C0S 2 1；L ^ ^ d\f 

将上述结果代人顷方程，并注意到 i —?= cos 2 w , i — y = c * 

化简整理_ 尝) 


= 0 . 


I3519J (1 一 


每 了 y - 2 工砮- + z=0 ( w < i >’ 设 


解 


M=-^-(y+arccosj > ， v=*y(y 一 arccosx > ， 
由公式 12 不_ + 




2 ( 1 -. 


于是， 


££=_ I _ (2^+—). 

3y 2(1— V 3u dv 

d —>&+!!= 卽 1 — 

_ X (dw dw\ , Z . J dz , (1—J 2 )i d (dw dw\ 

4 (J —^2 )7 ^ 3v du ) 2 2 dx 2 dx ^ dv du ^ 


T^4(l-x a 


(l-P)T 


「 A ( dvj d fdrv 3xv\dvl 

LBu^ dv du f dx Sv^ dv 3m bj ：」 


4 4(1—X 2 ) 4<l-x 2 ) 


d 2 Z _ 3 /3 z \ _1_ 「土 / dw I dw\du ± ^ ( 3 w . dw \ dv ^\ 

dy 1 ^ 2C\ — j： 2 )i L5u ' du dv ^ By dv ^ du avhy 」 


1 /d 2 iv 0 d Z ZV ,3 2 rv \ 




d 2 tv . d 2 W 


4(1-X a )7 

将上述结果代入原方程，并注意到 

化简整理即得 〜 w 


dudv 


d^W\ 
㈤ • 


= cos(m— t;) f 1 — x 2 =sin 2 (u—ti) 


dudv 4sin 2 (u~v) m 



13520] 


d 2 z 




3z dz 


= 2 


dx ^ dy 3( j 2 + V 2 )z 


-y cr 2 — y) 2 


(| x |〉 bl ), 设 


u=x^ry^ v=x 一 zv= 


解 


原方程可改写为 
1 d 2 z 


2x dz 


一 y 


2 V dz 一 3( x 2 )z 


x 2 -y dx 2 x 2 - y 2 ay (x 2 -^) 2 d X <x 2 -y > 2 d y (/ 一 y ) 3 


或 


Sx 




Cl) 


由公式 12 不难求出 


于是， 去 (^7 砮) = 去[^^(誌 + 尝) + U :’ y ) 1 ] 

X 

v 3r# / ^ T- Z 一 • 


(x 2 — y) 音、如 ■ at ； / • (x 2 -y > 2 ax (x 2 — y)* (x 2 -y> : 

z 3X 2 * , 


-L 

： 2 — y 2 ^ du dv ’ 


(x 2 - 


!_—+ 上 f ㉔ + 七 0 —1 

— Ldu ^ du dv 丨 dx dv ^ du 01 ； / 00 ：」 


( 一 - y” 

. J—(^-f 2 |^ + ^). 

r_TX \ aw duov dv / 


(x 2 -y> 2 (x 2 —y> 3 -y 


同法可求得 


3 t 1 il\=±[ ― l —- 2^— 

3y\x 2 —^ dy) dy^y/x 2 —y l ^ du dv ( 文 2 —y 2 )’ 


3V 2 




( 工:一 y〉 2 (x 2^ y 2y y^rziy 

将上述结果代人方程 （ 1), 化简粮理即得 ^+^-0. 

【3521】证 明：任 何方程 ^ ； + G |^+6g+c ： z=0 (fl,6,c 为 常数〉 

用代换 z=“ C 〜 + * [其中与;？ 为常域 ， M = M (:r, ： y )] 可以化为下面的 形式： 

d 2 u 


3x3y 


+ Ciu-0 (c,c 常数 〉 • 


证 |f = 浐外 “+ 莛)， g - 浐， ( 和 +g) 


d l z 

3xdy 


g- 十办 


(a/3u+^g + ag + gL). 


将上述结果代人所给方程，得 

d 2 


十 （ /?+fl)|^+(g+fr)|^ + (g/?+afl + 办 ff+c)“ = 0. 

按题意，需戶 +a = 0 及 a +6=0, 即 /3= _a ， a =_6, 这是可能的 . 事实上，只需取代换 z = i ^ 〜 ，原方程即 
变换为 

3 2 u 


ffxfiy 


+ c x u = 0 (ct 为常数 )• 


135221 ■: 方程 g=g 的形式在变 换 : 、 f ，， '= - 含 -0/ 为变 h 与 / 的 函数 ) 


下保持 不变 . 

证 dx 7 = —— ^zdy, dy =\dy 9 \nu = lnu+-^^ n >+T~» 


x 2 t/ 


y y- • • yu” 一 ••… 2 ■ 4 y du f = -^-d«+ f^dy+^dx- j^-dy. 




把上面三个微分式代人 dt / = |^ Ar ' + |^ dy ， 


得 


du dv 

57 y 


整理得 

于是， 


^du+ + ^dx- ^p-dy=^( jdx-pdy ) 

dl H 忐 ^ fy )^ (77 l 7'#7 砮 + 穿一 SO 〜 


du _ U du XU du _ U du 

=—7 d7~2^, 9 石 = 7^ 习 - 


x 2 


du 


dx yu dx 2 ， dy jyV ay ^7 

d 2 U _ d / U du XU \ _ U d l U dx . 1 du du U / du \ 2 dx _ U _J_ 

dx 2 dx ^yu 7 dx 2y ^ yu dx 1 dx yru 7 dx f dx yu 1 '3 ?) dx 2y 2y dx 

u d Z U L / 1 du X \ f U du XU\ U (du \ 2 U 

^2~yt\W 97~2^)~7^^> 

_ u d 7 U XU du , x 2 ll U 

~"^u 57 + 4y~2^ - 

将 （1> 式和 （2) 式代人原方程，得 J 7 ^ = %' 

即方程的形式不变. 

【3523】 令 M = x +2 t v = y+Zy ir + y + z ， 且认为 w = u ;( u ， t ;) ，变换方程 

«7O + 7>|^-U + P+<7+2p 9 )^^ + p(l + p)|^ = 0, 


(1) 


( 2 ) 


, dz dz 

其中 》 = 5i ， 9= 5? 

解本题用全微分法解较好.由 

dz= pdx+qdy 及 

可得 


JT+Z ， V=y+Z ， U»=X+y + 


dM = dr + dz= ( 1 + p)6x^qdy f dT/=dy+d*=p(Lr+(l+g 〉 dy ， d 2 u=d 2 v= d 2 w= d 2 z. 

把上述结果代人新变元的全微分式 

d Z W 


d 2 zu- 


£^ d “ d V +^ w + 3 # w +|^ v ， 


并记 s _i - 諾 - 菪，即得 

d 1 


Sd : 2 =|^[(p+l)dx + qd>j 2 +2 ^^[(p + l)dr + qdj][pdx+(< 7 +l)dy] + ^^[/>(Lr+ (< 7 +l)d 3 »] z . 


将上式与 d«z=gdx«+2£^d J -d > +gfdy 

比较，可得 0= 士 [(1 ， /»’ 货 +― 急 +〆 發]， 

哉=去 [9(p+l)0+(l + p+ 9 +2 抑 ) l^+Mg+l) 發]， 

穸 = 士 [〆 ^ +29(9+1) £ +(9+1)I w ] 

代入原方程，并注意到 


^(l+g)(l + />) 2 — (l + p+9+2pq)q(p+l) + p(l + p)g 2 
= «7(l + />)[(l + />>(l+g) —(1 + />+«?+ 2pg) + />g] = 0 ， 

/> 2 <7( 1 +g) — ( 1 +/>+9+ 2/>g)/>(g+ 1 ) + />( 1 + p) (g+ 1 ) 2 =0 

及 2p(l + p)g(l + 0 — (l + p+g+2/>g) 2 +2g(g+l)/Kl + p) = — (l + />+g) 2 , 



(l + /> + q) 2 d z w 
S dudv 


= 0 或 


d 2 W 

dudv 
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【3524】令 x = 〆 ，: u ；= ix；(f 7 , C ), 变换方程 


/ ( g ) 2 +(々) 2+ (4) 2 . 


值 3u — ^ u dw eW dw 

M di~dw ^ di~T a? 


(1) 式两端对 x 求偏导数，得 


Su ^ dw 

ai~ e a? f d y 

d 2 u , 9u 


du w dw 
y — = e w 


du 

^ z Tz 




(l) 


dx 


=作): 


S + e •穿 g . 两額乘 整理得 




同法可得 




者 ) 2 


dw\ l . ■ d 2 W ^ dw 

Jif~ e Ti,* 

3 z rv 


d V 


+ e ， 






( 2 ) 


(3) 


(4) 


将 （2), (3),(4) 三式代入胼方程，化简整理即得 


B 2 w 



“•-”[(默+ (奸 +(劈)» 舞 



【3525】证明：方程 g — 的形式与变 《 u 和 z 所分別拘任的角色无关. 

证 令 户 =lf * 9== |^，则 dz== P 心 +^ y . 若以 T 作为新函数，则有 

今以作为旧变元的关系： d 2 x = 0， d z y=0, dz= pd^c-i-qdy 

代入上式，可将 A z z— — ^ +2 ■ y ^ g dy ( pAx 4- qdy) + ( />cLr + qdy) 2 

Tz 

于是， B = ~ p ( p ， J 7)' 

— 押 0)， 

将 （1),(2),(3) 三式代人 厣方程 ，得 

& 穿一 (兹) 2 = / * 2 卜 2 0)(穿 +29 兹 +<72 0)-户 2 (户裝+抑&) 2 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 




(每 ） ] =0 


即 


类似地，若以: y 作为函数,则也有 


§7 5?"(fe) ?=0 - 

&& _ ( fe ) l= 。， 


即方程的形式与变童 x ，： y 和2：所分别担任的角色无关. 
【3526】取 x 作为变景: y 和 z 的函数，解方程 


解 


?l£ = 0 

’ dx 2 3x dy dxdy 、dx ’ dy 2 

将 3525 题中的 （1),(2),(3) 三式及/ > = |f 代人，得 

<?2 (- /,3 &) +2/，9 ( />2 裝 + 户 2<? 0)-〆 卜 0+ 2/>9 fe + W0) = - 多 3 17 = ° 9 


i 
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即 _=0 或 p = 0 . 由解之，得原方程的解为 

X = 9( 定 〉> +〆 之〉， 

其中为任意函数；由/» = 0 解之，得 30(/ 为任意函数），它也是原方程的解. 


135271 + 运 用勒让德交換 X »| j , Y = T y % 


7 , dz 

z=j: ^yd- y 


其中 z = z ( x ， y >, 变换方程 

A ( if .8)& +2 B ( if .8) 兹 +c (砮 , s )§ =o . 

解 dZ=d(x + > ^ ) = ^dx^\~~dy— dz-\~xdX~\~y^Y = xAX~\~y6Y. 


于是， 


微分上式，得 


3Z 

3Z 

矿：， 

3Y =y ^ 

^ WO 

dv- a:Z 

AY+^ 2 ^(\Y 

dy dXdY 



又由 X = g ， y = g , 微分得 


dX=gfdx+^d>n 
心兹心 + 1^. 


由<1)式与 （2) 式，得 

dx 
[<^y 


d z Z 

ax 1 dXd? 
3 2 z d l Z 


dXSY dY 2 


dX 、 

dY 


d l Z 


d 2 Z 
dXd? 

d z Z d 2 Z 


由此可知 


d 2 Z d 2 Z ] 

ax 7 axav 


d 2 Z 


从而， 


dXdY 

d 2 z 

dX^ 


U 


dXdY dY 2 

d 2 z d 2 z 
dx 2 dxdy 

d z z d^z 
dxdy dy 2 


f d^z d 2 z 
dx 1 dxdy 

3 2 z d±z 
1 3x9y dy z 


fclr 


s l z 

dXSY 


a 2 z a l z 


OXdY dY z 


因此 


d^Z _ 

dX 1 dXdY 

d 2 Z d 7 Z 
SXdY aY 1 


d^z 立 

dxdy 

d z z dj_z 
dxdy dy 1 

d l Z 


关 0. 


于是，由 （1) 式解之，得 




d ： y) 


1吖 = 广 I — ^心+1^办). 

,,a 2 z d 2 z _ , d z z d z z_ rl d 2 z 

dxdy~ 3X3Y 9 dy~ 

,y>0-2B(x,y)^4+c(x.y)^|=o. 


3 2 Z 


比较 （2) 式与 （3) 式，得 


代人原方程，即得 


d z z 


dx 1 

A(X 


dXdY 


3X 2 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 




r 切线和法平面曲线 


§5. 几何上的应用 


在其上一点 MCr,;y,z) 的切线 方程为 


= <pit)n y=ip(t)y 

X~x_Y-y Z- 

—■■ ■ ■ *• STS ■__ 


= x (0 


dr 

d/ 


在此点的 法平面 方程为 






dz 

d7 

dz 


2° 切平面和法线 曲面: rs / Xhjy ) 在其上一点的 切平面 方程为 

Z " Z== lf (X ' x)4 'l； (y - ：y) - 


在点 M 处的法战方程为 


X- 

dz 

3x 


Y-y_Z- 
dz -1 


若曲面方程以隐函数的形式 F(x, ： y,z) = 0 给出，则切平面方程为 


g ( x — x 〉+ g ( y — w + |^( 2 - z 〉 = 。， 


法线方程为 




Tjc 


Y-y_Z-x 
3F 9F 
dz 


3° 平面曲线族的包络线 含一个参数的曲线族 /(: r ,： y , tt ) = 0 ( cr 为参数）的包络线满足方程组 

=0， f f m ix % y % a )— 0 . 

4°曲面族的包络面 含一个参数的曲面族的包络面满足方 程组： 

F(x,y,z f a) — 0, F[ (or ，，， z ， a) =()• 

含两个参数的曲面族 < P ( x , y t z , a ^)^ 0 的包洛面满足方程组： 

<P(,x f y,z,afp) — 0^ <I> f Q (x,^tZtat/?)=0 f — 

写出下列曲线在已知点的切线和法平面 方程： 

|3528] x= acosacos: ， y = asinacos/ ， r=asimi 在点 t—to. 

解曲线 x = x ( r ), y = yU ), z = zU ) 在点 t=tc 的切向镦为 v (/ 0 )= {■/( f 。），/( G ) , z '( z 。）}• 
本题中，当 z = f 。 时曲线上点的坐标及曲线在该点的切向 M 分别为 

Xo=x(to )=acosacosf 0 t ^o=^(^o) =asinacos£ 0 ， 2 0 =2</ 0 ) =asii 
v (/ 0 )= { — acosasinr 0 ，一 asinasirU 。 tacos/ 0 }. 


于是，切线方程为 


即 


工 o _ 


—acosasin/o —i 


^2_ = 


Zo 


一工 o — y—yo 


acosto 


怎 0 


—sinasin/o cos^ 0 

法平面方程为 （一 acosasin/。)(x —x c ) + ( 一 asinasiiUo ) ( y 一 ^ ) + (acosfo )(z _ z 0 ) 

以: r G ,： y n , z 。 的值代入上式，化简整理得 

xcosasinto + ysinasint 0 — zcosf 0 = 0 ， 

即法平面过原点. 

【 3529 】 x=asin 2 / f y=bsintcost 9 z=ccos z t ； 在点 



解 x 0 =asin 2 
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y* y<> = Y' 2o== y ; v ( 号卜…， 0 ,一 



于是，切线方程为 



法平面方程为 a (: r —专)+( — c >( z —+)=0, 

即 

【3530】 y = x , z = x 2 f 在点 M ( l ， l , l ). 

解 设 ：r = £, 则: y=/, z = P. 于是， r (1)={1,1,2> ，切线方程为 




法平面方程为 （ j ： 一 l > + (：y — 1) + 2 U —1> = 0 或： r +： y +2 Z =4. 

13531] x *+ z * = 10, y + z : = 10, 在点 M ( l ,1.3). 

提示曲线在该点的切向量为 v = < 1,0,3} X {0,1,3 >• 


解当曲线以两个曲面方程 F l U , y . z ) = 0, F 2 U . y , z )=0 交线形式给出时，可先求出两曲面在交点 
处的法 向最： 

"I = {Fl,，F 1 ， .F ;•卜 nz= {F t, fF I, *F u } * 

则曲线在该点的切向最为 


=n x Xn 2 


F 


FuF\, 


F\ x F\ y 

ty F 

t 


t 

FuF 


: •，卜 
iy I 


本题中, 


A = {2,0,6} ， «2- {0,2 f 6}, { lt 0 f 3 }X {0,1,3} - {-3.-3 tl }. 

于是，切线方程为 ^或^ = ^ = 

法平面方程为 一 3(: r — l > — 3(： y — l ) + ( Z — 3) = CK 

即 3 x +3 y - r =3. 

【3532】 j 2 +y + Z 2 =6, ■ r + i y+?: 5 =(h 在点 M (1, —2*1). 

提示曲战在该点的切向量为 V ={1, — 2 ,〗}X {1,1,1}. 


解 ^=/+父+ 2 2 —6 = 0, F ：= x + y + z =0. 

”,=2{1,-2,1>, 1« 2 = <1,1,1}. {1.-2,!} X {1,1,1 }=-3 {1.0,-1}. 

[£Zi = £ Zl , fx + z = 2 , 

于是，切线方程为 < 1 一 1 或 a 

V - 2, l > +2=0i 

法平面方程为 （ x — 1 ) 一（定一 1 )= 0 或 x~z = 0 . 

【3533】在曲线 o : = r , z = P 上求一点，此点的切线是平行于平面 x +2; y+ Z = 4 的. 

解 v = {1,2/,3 〆 >,平面法向 M n =< l ,2， l >. 按题设，应有 

v • n = l + 4f+3r* =0. 


解之，得 £=一1 或 /= 一~|■.于是，所求的点为 M , (― 1,1, —1). M Z ( — — 

135341 证明： 蝶旋线 i = a COS r ， y = as \ nt , : = 6/的切线与 Or 轴形成定角 • 
证明思路 注意切线与 Oz 轴形成之角 y 的余弦为 

dz 

cos7= 7W^TW' 
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将莹 =—I 




dz 


dt 


= 6 代入上式，命題即可获证. 


证 


dr 

dt 


- asint , 室=祕“ g = 6 .于是，切线与&轴形成之角 y 的余弦为 

dz 

dr b 


V (室 )+( 約 +( 羞 )‘ 


vV+6 2 


由于 cosy 为常数，故知切线与 Oz 轴形成定角. 

【 3535 】 证明 ：曲线 与锥面 : r 2 + y 2 = z 2 的各母线相交的角度相同. 

证明思路 注意锥面母线的方向向量为曲线在任一点的切向黄为 

V 2 = {x-y^x-\-y,z). 

只要证明 cos(v/?V 2 ) 为一常数 . 

证圆锥 z 2 + y = 2 2 的顶点在原点，过圆锥上任一点尸(: r ，： y ， Z ) 的母线也过原点.因此，母线的方向向 
爾为 { x , y , z ). 

曲线在点 p 的切向世为 

v z = { x \ y\z } = { ae f ( cos ^ — sin /) » ae f ( sin /+ cosr ) tae 1 } = { x — y f x ^ by f z ). 

注意到 /+：/=' ，即得 


x ( x - y ) + v ( x + y )+^ 


cos ( v ^ v z ) = ! V| , j--T = ^ - - _ 


2^ 


/i7 


于是，交角相 N . 


【昶 36 】 证明： 斜驶线 Urn (专+专 U = 常数>, 

(其中地球上点的经度，少-地球上点的纬度）与地球的一切子午线相交成定角. 

解取3角坐标系如 F , 赤道 T •面为 Ox；y 平面，球心为坐标原点 ，0: r 轴正向过0°子午线 ， f ) z 轴正向过 
北极，并取 arjz 坐标系为右手系 • 

下面我们先确定斜驶线和子午线在立角坐标系中的 方程. 为此，假定讨论地球上的点的经度为 


<20,纬度为则它在上述坐标系下的坐标为 


其中尺为地球半径. 

对 t an ( j + |> = e 〜的两垧微分，得 


x = Rcosipcos(p^ 
< y=Rcosifairupf 
z=Ksin0t 


dtp 


2«) 


ke * 9 dtp— ^tan ( + + j ) dp 


于是， sJ = [ 2 cos 2 ( f + f )^ an ( f + f )] = [^ 5 in ( f + ^)] = k ^ p - 

今将斜驶线方程看作决定 p 为 0 的喼函数•因此，对斜驶线来说，在（内，办）点，有 


dx 

d0 


= — Rsir\(/}o cos<po — Rcosi /) oS\Tupo 




一 Rsintpo sin^o + Rcostpo cos^ 


g=-l?(sin^cos^-f^), 

g =- f ?( s i nv M 〜 -宁)， 


dz 

dtp 


RcOSipo . 




于是，可取斜驶线切向虽 


Vj ~ | sin 办 cos^ + .sin^ft, sin^Jo — —. 


COS 办 


x=Rcos(pcos<pc t 

当少为常数时即得子午线，故其参数方程为 ly^Rcos^sirupo, 

z=Rsinip. 

于是，子午线在点 （ p , 办）的切向 a 为 

v 2 = < sin 必 cos<po * sin^b sinj^o ， — cos^fc }• 


从而得 


即斜驶线与子午线相交成定角 . 
【 3537 】求曲线 


cos( ) = T^T = 常数， 


=/(u) 




x—xp _y—yo 


(其中 / 为可微函数）在点 从（心，加） 的切线与 Or：y 平面所成角的正切 • 

解题思路将曲线看作由参數方枉 

x = xt y = < p ( x )= yo ^( x — Xo ) i & na , z = ipCx ) = / Zx ^< p ( x ) m ] 

给出，則曲线上 M 0 点的切线与 Oxy 平面所成角 p 的正切为 

A 0 ， (X 0 ) 

tan<p — ― ■ r - — 赢 

7 l +9 2 U 0 ) 

解解法 l : 

将 曲线看 作由参数方程 X = x , y =< p (. x )= yc ^- Cx — x 0 ) tana,z = ^ x ) = f [ xy < pCx ')'] 给出，则切向麻为 
V = { l V f }"( xo )»0 / ( x o ) } = { l . tanat / i [ j：o * f ( xd )]+/ i[xo • f ( x 0 )] f / ( x 0 ) } 

={ 1 ttanat /^( xo ， y 。）+ tana /,( jt 0 . y 0 〉}• 

于是，曲线上点 M 。 的切线与 Oxy 平面所成角 p 的正切为 

mn#n = 〆 ( Jo > = / x(jq tW + tana / i (: r 0 ， yo ) 

an<P yi-f-^Cxo) yi + tan 2 a 

=/x<J：o fyo)cosa + /y(x 0 t^ 0 )sinfl. 

解法 2« 

将曲线看作两条曲线的交线，则所给曲线在点 Af 。 的切线方程为 


tamp 


^(jotyo) —1 
0 

sina 


y^yo 


—l / x(x 0 ， >0) I I /x(Xot^o) / i (: To t^o) 


BP = ___• 

cosa sina /l(x 0 t>o)cosa+/^(x 0 ， y<>)sina 

因此，切线与 Oiy 平面所成角 p 的正切为 

/ / r(J ： o ， yo)cosa + / / ,(J ： 0 ， y 0 )sina 


tan^ 


= /l(x 0 tyo>cosa + /^(x 0 ， : yo)sina. 


【 3538 】求函数 


在点 Af(l ， 2, — 2 〉沿曲线 
在此点的切线方向的导数 . 


7x^+3^+? 

y=2t 2 , 


=- 2/ 4 


解 g 


+ 2 2 


(^+y+^>7 f 


(x 2 +y+^>l 


在点 M ( l ，2, 一 2) 它们的值分别为 - H 

又曲线在该点的切线的方向余弦为 f ， 一于是，所求的导数为 

亞 =A 丄 一 土 一 = 

31 M 27 9 v 27 / 9 27 V 9 / 243. 

写出下列曲面上点 M 。 的切平面和法线 方程： 


【3539】 z = x 2 ^ y 2 i 在点 Mi ( l ，2,5). 

解当曲面由方程 F (: r，;y, Z ) = 0 给出时，其法向童为特别是曲面由显式方程 Z = 

/( U) 给出时，其法向 M 为 i «=</' x，/' ，，一 1>. 本题中，|»=<21,2>^ — 1}«。= <2,4, — 1}. 

于是，切平面方程为 

2( jt —l> + 4(y— 2) —（2：—5>=0，或 2x+4y—r=5； 

法线方程为 



13540] 在点 Mo (3,4，12). 

解设 F (: *: ，少幻 = < 1：*+：/+** — 169 = 0,则在点从。处 5= {2x,23».2r>M 0 = { 6 .8,24 } = 2 < 3,4,12 }. 
于是，切平面方程为 

3( x -3)4-4( y -4)- H 2( z -12)=0 或 3 x +4>+12 z -169； 

法线方程为 + ^或 



[3541] *=arctan 在点 M 0 (l ， l ， j>. 

解"={#，^47, _1 }«。 = 卜+，+, _1 卜 
于 ft , 切平面方程为 

2 —^-( x — 1 )+-|-(>— 1 ) 5 Sc z =-|- —-|-( x — 3^>» 


法线方程为 



【3542】 ax l + by 2 ^ cz 2 = U 在点 M c ( x 。， y 。， z 0 ). 


解 n =2{ ax 0 fby O fCZo ). 

于是•切平面方程为 ao ： o(x — x 0 ) + 6 ^o ( y — >o )+^o (2 — «0 ) = 01 


注意到 fld + ftyc + cgsl , 上述方程即化为 



法线方程为 


x — x 0 _y — yf > _z—zo 

uio by 0 czo 


[3543] z = y ^ ln^i 在点 ％(1,1,1〉. 

z 

解 F ( x ,^ t2 ) = y + lnx — lnz — z =0. 

一 % 

n = { —tl t —— — 1 } = {1,1, —2>. 

Z i M 0 

于是，切平面方程为 


法线方程为 


(x — l ) + (： y - l )-2( z - l ) = 0 或 



x +>-2 z = 0," 
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【 3544 】 2f+2f =8 ； 在点 Mo(2,2,l). 

解 FCx,y,z)=2T+2f-S, 

h = I ~~2 t ln2 ， +2? In2,(x2f +y2f ) ( —+ ln2 ) } 

于是，切平面方程为 


M 0 


= 4ln2<l,l, — 4} 


法线方程为 


(•r 一 2) + (y — 2) — 4(z— 1> = 0 或 ar+y—4z=0; 

x—2_y—2_z-\ 


【 3545 】 x=acosi/jcos<p 9 y=bcosi^s\n<p 9 2 = csin ^； 在点 M 0 ( 9 o ， ^b>. 
解题思路 当曲面由麥数方租 

jc=x(u^v) t y=y(u^v) f z=z(u^v) 
给出时，曲面上分别令 M =MotT/=^o 得到的两条曲线的切向量分别为 


V | = 




V 2 = 




則切面的法向量为 JI=V! XV 2 * 

本題及 3546 题、 3547 题均可接此思路先求出 n, 从而•问題即易获解 . 

解 当曲面由参数方程 

x = x(ufv) # y=y(ufv ) » z=ziu 9 v) 

给出时，曲面上分別令 U = Uo , T /= TA ) 得到的两条曲线的切向 S 分别为 


Vi 






则切曲的法向擻为 


n= Vi X v 2 = 


i £ 

du du 

in ££ 

dv dv 


dz 9x 
du du 

3z 3x 
dv dv 


in 

du du 

i^L 

dv 3v 


本題中， 


Vi = {} M = { —acos^sin^ ,6cos^,cos^ .0 } =cos^j { —asirupo .^cos^ ,0 ) 


n = 


: = ^ ~ asin ^ cos ^> • — bsin^sintpo ’ ccos ^ } 

v , Xv ,= a 6 c { ， c _ 0 气 — ，，卜 


于是，切平面方程为 

COS 办 COStpo 
a 

即 

法线方程为 


(I 一 acos<po cos 和）+ cos ^ in f° ()—6cos^b sin^Jo) + (z-csin 办） 

子 cos^bCOS^> + 子 cos^ sin 并 + 子 sin^ = 1| 

x—acosdbcosab _ y—Acos 办 sin 炉 ) _ z —csin^/b 


cos 办 COS^) 
a 


—6cos^fesin 
cosipp sin ^> 


sin 办 

c 


即 


xsecifip secq)o —a _ ysec^> cscyb —b — zcsc 办 一 c 
be ac ab 

【 3546 】 or=rcos9,3f=rsin9 ， z=rcota; 在点 Af 0 ( 种， r 0 ). 

解 Vl = {ff ， f^ ， SL. =r “ 一 — “ 0 吵， 0} ， Vi= { d f/frTr\^ ={^,sm^,coia) 


f a < p ’ dip / M 0 

n=Vi X v 2 =r 0 {cos 外 cola 
于是，切平面方程为 


M o 


cos^> cota(x—r 0 cos^> > + sin<po cota(y — r 0 sin^o ) — (r — r 0 cota) = 0. 



135471 x= 


y— us\nv^ 


cos 杯 suupo 

: avi 在点 M 0 (uo tiA})* 


解 V!= 




Uc COSTCO 


n= Vi Xv 2 ~ {asini^ f — acost^，Wo }• 

于是， 切平面 方程为 

asini/o (x—uocosvo ) —acosn> (y 一 Uosint* ) + Uo ( z 一 avo) 
即 axsint^ — aycosv 0 m ^ m u i > z = aui ) vo ; 


法线方程为 


•一 Uc cosvo y~ 


【3548】求曲面 :r=u + V •: 的切平面当切点 M(u, V )(u 关 t;) 无限接近于曲面的边 
界线《 = 1；上的点％。（《0，货>时的极限位 S. 

解 n { u % v )= {1. 2u f 3tt 2 > X < 1 9 2 v 9 3 i / } =( v — u ) { 6«v，一3(“+v)，2} • 


则 n 方向上的单位向 ft 为 


n。 (“， V )={ 宇，-^ ^，+}， 


其中 /= ^36« 4 1；+9(«+1；)*+4.于是， 




其中 / o =^36«4 + 36«4+4. 而从。（《0，认）=(2%,2«4,2«4)，故知切平面在从点的极限位置为 

3ujx—3Moy+« = 3uo (2uo) — 3uo (2i4) + = 2 mJ • 


-! f ^= 2 - 


【3549】在曲面: r*+2y+3^ +2^+2xz+4^z=8 上求出切平面平行于坐标平面的诸切点. 

■r+y+z=0* 

- x+2>»4-2z=0, 
x+2j»+3z = A. 

时， i « 与*= {0,0,1} 平行，即切平面平行于 ar：y 平面.解之，得1 = 0, ： y=_A，z=A. 将求得的 x，：y, Z 值代 
入所给的曲面方程，得 A-* 土 2^. 于是，切平面平行于 Oo 坐«面的切点为 （0, 士2#,平2#>.同法可求得 
切平面平行于 0：y Z 坐标面及 Qrz 坐标面的诸切点分别为（士4,不 2,0) 及（士 2,T4, 士 2). 


135501在椭球面 

上怎样的点，椭球面的法线与坐标轴成等角？ 

解"= 2 (弄，表，专卜按超设，应有 




r=f=T 即 


将上式代入椭球面方程，得 A= 士 




于是，所求的点为 x=±t， y = d =^， 


士 4,其中沴 
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【3551】求曲面: ^+2/+3^=21 的平行于平面:的各切平面 • 

解 《=2 U ，2^,3 z }. 按题设，应有 

2y=AX, 3z=6X, 

解之，得 ： r = A ，： y =2 A ，： r =2 A •将它们代入方程 x 2 + 2：/+ = 21,得 A = 士 1,故切点为（士 1, 士 2，士 2) .于 

是，所求的切平面方程为 

( xTl )+4( yT 2) + 6( z ^2) = 0. 

即 ： r +4 y +6 z = 士21. 

【3552】证明 ：曲面 x ： y Z = fl 3 ( a >0) 的切平面与坐标面形成体积一定的四面体. 

证明思路在曲面上任取一点 ^( x 。，：^，^〉， 可求得曲面在该点的切乎面方程为 

y 0 Z 0 ( JT 一 J ： 0 ) +一 >0 ) + * r 0 y 0 ( z 一 Zo ) = 0， 

它与各坐标面的交点为 A (3 xo . O ,0 ) f B (0,3： y o ,0),& C (0,0,3 2 o >. 注意到各坐标轴的垂炱关系，易知以 A 、 
点为顶点的四面体的体枳为一个常教，命越获证. 

证在曲面上任取一点^(办，则曲面在该点的切平面方程为 

y 0 *0 ( JT 一： c 0 ) + a : 0 y 一 y 0 ) + :r 0 y 0 ( Z 一之 0 ) = 0， 

它与各坐标面的交点为 A (3 xo . O ,0). 识0,3>,0), C (0,0,3 z 。）. 注意到各坐标轴的垂直关系，即知以 A 、 
fl 、 c、o 诸点为顶点的四面体的体积为 

^ abco = -|~OC(• OB) = - | - 3 «o 3 x 0 3 ^o = ^-x 0 y 0 ， 

它为一个常数，本题获证. 

【3553】证明 ：曲面 U >0) 的切平面在坐标轴上割下的诸线段，其和为常董. 

证明思路在曲面上任取一点 P〆 :*:。，：^,?。）， 可求得曲面在该点的切平面方租为 

VyoZo ( x — a：o )4 - yx 0 *0 («y 一 Jo 〉+ Vxoyo (z —« 0 ) —0, 

它在各坐标轴上所割下的诸线段分别为 v /^ r , 及■，易知其和为一个常数，命題获征. 

证在曲面上任取-点户。（办，加，^0>,则曲面在该点的切平面方程为 

vh u ~ x °^^ y ~ y ^^ z ~^ =0 ' 

即 V ^ o^o ( J ： — J 0 )-f v ^ x 0 2 o (3»一>)+ y / j：oyo Cr —2 o > = 0. 

此切面在坐标轴上所割下的诸线段分别为 y ^ r . y ^ r . ■，其和为 

Va( >/xT + -/yo + \/zT) ~Va •/a = at 

它 是常数 ，本题 获证 . 

【3554】证明 ：锥面 的切平面经过其頂点. 

证明思路在锥面上任取一点尸。（々，加^。> (顶点 （0,0,0) 除外），可求得惟面在该点的切平面方程为 
它显然通过锥面 * = ) 的頂点（0,0,0). 


证 ) •于是，锥面在任一点厂一:^一的切平面方程为 

z -" o= [ / (S)-^ /, (S)] u -- c « )+/, (S) < ^^ ) - 

化简整理得 ：十 ⑸々 ，⑸]叫❽， 

它显然通过锥面 z = ： r / d ) 的顶点（0,0,0). 
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135551 证明： 旋转面 z =/( vV + y 〉乒 0> 的法线与旋转轴相交. 


证明思路在旋转面上任取一点 PoUo . yo . Zo ), 其中 Zo=fi ^/ xl + yDCxl ^ yl ^ O ). 可求得曲面在 
该点的法线方程为 


y-yo 


显然，法线通过 Oz 轴上的点 


x 0 / 7 ( yo ) yof f ( \/jJ+yo ) — Vxl+yl 

(一 獅 + ? f &)， 


即法线与旋转轴釉相交. 

证在旋转面上任取一点 PoCxo . yo . Zo ), 其中 Zo =/(>/ Z ： F ^> •则曲面在该点的法向®为 


于是，法线方程为 


显然，法线通过02轴上的点 


y^f 一 v^s+y ’ 


(O.OWd 十 : y;) + 


v ^ o^yo 




’( v ^ o^yo 

即法线和 Oz 轴相交. 

【3556】求椭球面 x 2 + ： y 2 +* 2 —:r;y=l 在坐标面上的投影. 

解先考虑椭球面 2+/+/ — •rjysl 在 Ox：y 平面上的投影.该投影即通过所给曲面上的每一点向 
Oxy 平面作垂线所得到的垂足的全体，它是平面上的一个区域，这个区域的边界由曲面上这样的点的 
投影构成：这一点向平面所作的垂线在它的切平面内（这里用到了椭球面的凸性），即该点的法线与 
QryT 面 T 行.注怠到该点的法向霣为 {2a— ： y, 2 y - x , 2d . 因此，该点的坐标满足 

j 2 z =0, 

\ x *+ y +**— x ^^ i . 

这些点的投影为 ( z r °\ , 

它即椭球面在 ary 平面上投影的边界. 

同法可考虑切平面与 Qr Z 平面垂直•則有 2 ： y_«r=0 .因此.对平面投影为边界点的拥球面上的点 
应满足方程 

j 2 y - j ：=0, 

ix 2 4-y 2 +z z —xy=l. 

这是椭球面与平面的交线，将它改写为柱面与平面的交线 

2 y — x =0, 

¥+， = 1 . 

于是，椭球面在 Oxz 平面上投影的边界由方程 

'=()• 




确定. 


同法可确定椭球面在 Oyz 平面上投影的边界由方程 

:= 0 , 




确定. 
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于是，椭球面 x 2 + y 2 + z 2 — xy = I 在 Oory 平面上的投影 为圆： P+y — 2 = 0;在 Oyz 平面上的 

投影为 椭圆 ： x = 0; 在 0 x 2： 平面上的投影为椭圆 r 2 + z 2 < l ,； y =0. 

【3557】分正方形 {0<; r < l ，0<： y < l 丨为直径不大于5的有限个部分 a . 若曲面 

z = i — X 2 — y 

在属于同一部分 ex 的任何两点 P (: r ,： v 〉 及 PyCjr , ，:^)的法线方向相差小于1%求数6的上界. 

解记曲面在点 Pbo ) 及尸| ( 0 ： 1 ，30的法向敏为 n 及 II ,，则/!= { 2 x , 2 y,l } , | n 丨>1，〜= 
{2 x ,,2 y , a }, | n ,|> l , 且有 

nXu, = {2(y— % )»2<xi —x) A(xy x ~x x y) } f 

sin ( i »0» i ) = \ nXn x \ =2 JCy — y t )* -f ( x —) 2 +4( jry , — x x y ) 1 . 

\ n \\ ni \ 

注意到 

( x ^ 1 - x 1 >) 2 =-[ x ( y 1 - > ) + > r < x - x 1 )] l <2[ x 2 (^- > )*+ y ( x - x l ) l ]<2[( y - >1 ) 2 + ( x - x 1 ) 2 ], 
并记 0= •/(. y - y } y + U — x l ) 2 ，即有 

八 „_ 

(/!，》, ><2 Vp l +4 . 2 p z =6 p . 

当沪 =( n *^>< r 时 ，9^ s i n (» f 0 i ,). 于是，要 9< yf 5, 只要 6 /°< if 5, 即 P < \ oso^ 0t 003 即可•从而得 

汐 <0. 003. 

【3558】设 

z = /( x . y ). 其中 （ i ,： y)eD (1) 

为曲面的方程， 〆 P ,, P ) 为曲面 （1) 在点忾心…^卩及尸^^^“^卩二点的法线之间的夹角. 

证明:若 D 为有界闭区域，函数 / Cr ,： y ) 在区域 D 内具有有界的二阶导数，则李雅普诺夫不等式 

^( P . . PXC ^ P , . F ) (2) 

成立. 其中 C 为常数, 〆 />, , P > 为点 P 与厂之间的距离 

证本题应加区域是凸的这个条件，否則结论就不成立.例如 • 

0， yK ：0, 

• ^>0, x > y ， x *+ y < i , 

-y ， y >o, x<-y, x 2 +y<i, 

如图 6. 30 所示，函数 z 在单位圆内缺一个角的闭区域内定义，且有连续的二阶偏导数，取尺（^，^)与 

71 71 


K (一 4 , 丄），则 


t = n ( P a ')= {0 t 3 y •-】}〜 = ( 0 ,各， - 1卜 
r = # i ( fO = <0,-3/,-1}^； = { o , -丟，一 l }, 

十咅 ，。，。卜 


sin % 


Wnl 


♦0 



图 6.30 


又因 p (代 ， iO = + , 



V pn Sin% / ir-oo p m woo L 


故不存在常数 C , 使％ CC & 

下面证 明：当 D 为凸的有界闭区域时，不等式 （2) 成立. 


由 3255 题 知：当 /( ： r ，： y) 在 D 内有二阶连续的偏导数时及 f 在 D 内是二元连续的.又因 D 是有界 


闭区域，故及 g 在 D 上有界，记 


d £ 


<M, 




< M . 


又由 3254 题的证明过程可 知：当 D 是凸域, /( u ) 有有界二阶偏导数时，对 D 中任意两点 P 及 P :, 
| f 及 | {满足利普希茨条件，即存在常数 l , 使有 


3 f ( P ) 

3 x 


一 £^| <W . P) . 


^ 一 £^| <W ,， P 〉. 


由 


»(^»)= j 

知：对于 , P ) 有下列不等式 


3/( Pi ) Of ( Px ) 


3 x dy 


及 喂, 


a/(P) 

d y 


，一 i 


sin ^ = i ^ Tr ^ F <|n(Pi)Xn(P)l 


T + n 雙 ] 2 + [空 


a/CP) a/(Pi) 3/(p> 

dy dy dx 

dfUYl 

dx 


-12 

■ 


= ^/(P) df(P x ) 

3 y 

<LV 礼 ] ! 

<2 L 2 〆 + 2 M 2 Vp l +2 M 2 L 2 〆 =21/ 〆 (1+ 2 M 2 )• 

于是乂11 ?? <(： | #朽，朽，其中0?-21^(1 + 2]^〉，从而得 

9*( Pi ， P)< 号 s—.’cjC^P, ,P) = C P (P t ,P). 

其中 Cs + C , 为常数，本题获证. 


利用 1290 题的结果. 


[35591 圆柱面: r 2 + ： y 2 = a 2 与 曲面如 txy 在公共点 M 。（ x 。，： y 。 ，*。 ） 相交成怎样的角？ 

提示先求出二曲面在 M 0 点的法向量〜及〜. 

解二曲面在 M 。 点的法向 M 为 

"1 = { yo ^ Xof - b } 及 n 2 = {2 x 0 f 2 y o , O ). 

于是，交角$满足 

rtj • n 2 _ 2 x 0 yo +2 xoyo +0 _ Abz ^ _ 2 bz 0 

C ° S(P I 叫丨 I 〜 I _ y x l + W 十沪 ^4 x 2 十 4： y 5 _ VV 十 ft 2 2 a ~ a Va 2 + b 2 ' 

[35601 证明 ：球坐 标的坐标曲面 0 ^+/+ 2 ： 2 =〆 ， >=xtan 9 » x 2 +_y 2 =z 2 tan 2 沒两两正交. 
证明思路各曲面在其交点 PU ，： y, Z ) 处的法向量分别为 

fii = {2 x 9 2 y 9 2 z } 9 n 2 = { tan^f ~ lfO } n 3 — { 2工，2>， 一2 ztan 2 沒 }• 
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只要注意到 n x • n 2 = 0 , n , * 113 = 0 * n 2 • n 3 =0* 

命題即获证. 

证各曲面在其交点处的法向 ft 分别为 

Hi = {2 x ,2 y ,2 z } , 112 = • — 1,0} ， n 3 = {2 j ： 9 2 y f — 2 ztan 2 0}. 

由于 itj - n 2 =2 xtanf )—2 y =2 y —2 y =0, 

#*i • n 3 = 4 x z 4-4 y ~ 4 z 2 tan 2 0=4 z z tan 2 0—4 Z 2 tan 2 Q = 0 1 
n 2 • n 3 = 2xtan9 > — 2 y =0, 

故知这些曲面在其交点处分别两两正交. 

I 3561 J 证明 ：球面 /+父+^ = 2打， + 形成三重正交坐 标系. 

提示仿3560题的证明思路. 

证设球？ +y+z*=2 a ：r 与球 P + y+z*=26：y 交于尸。（尤。，>«。，為）点，则它们在/>。点的法 向量为 

= {2( x 0 ~ a ) ,2 y 0 t 2 zo } t n 2 = { 2 x 0 ,2{ y Q —b) 9 2 z 0 }. 

由于 Hi • # i 2 =4[ x 0 (xo — a )+> o(>»o —6) + zo ]=*2[2 xo + 23 » 5 + 2zJ - 2 ax 0 -~2 dy 0 J 

= 2[( x ?4-3^+2 j —2 ax 0 )+ (^+>o + ro -26 y 0 )] = 0, 

故知这二球面在其交点处正交，同法可证其他球面的两两正交性. 

135621 iA = A ^， A = A 2 . A = A , 时，经过每一点 M(x, ： y, Z ) 有三个二次 曲曲： 

^y + ^F + ^F — 1 ( a > d > c >0). 

证明： 这些曲面是正交的. 

证先证 A ,( i = l ,2,3) 的存在性.考虑 A 1 的多项式 
F ( A 2 ) = x*(6 2 - A 2 )( c 2 - A *)4- y < a 2 一 A 2 > ( c *- A *)+**(«* 一 A*)(M - A *> + ( a * 一久 2 >(W - A 2 )( c 2 - A 2 ). 
显然有 F ( a *) = x 2 (6 2 - a l )( c 2 - a z )>0, F (6 2 ) = y ( a 2 -6 2 )( c *-6 2 )<0, 

FCf 2 ) = z 2 ( a 2 — c 2 Xft 2 — c 2 )〉。， limF ( A 2 )= — 00 . 

A — 

因此， F ( A 2 )=0 在 ( a 2 ,+ oo )，（6 W ) 及 ( d ,6 2 ) 内各有一根，记为但 F ( A 2 ) 是关于 A 2 的三次多项 
式，因此，也仅有三个实根 A ?( i = l ，2,3>, 且知 A ,# A >( f 关«\; = 1,2,3>.由 FU ?)=0 不难推得 

為 + 為+ 知 - 1 ^1,2,3). 

下面再证明这三个二次曲面是两两正文的.由于 

(间，2.3>， 

及当1»时， 

"， • n, = (a 2 -A?Ka 2 - A” + ( V - A” + (c* - 义 ，- A;) 

= ； jj 4^[(- l )-( - 1)]〒0， 

故本题获证. 

【3563】求函数《 = 2：+7+ 2 沿球面： r 2 +： y 2 +^ = l 在点 Mo Or 。 •: y 。 •々）的外法线方向的导数 • 


在球面上怎样的点，函数《的上述法向导败有：（1)最大值， （2) 最小值， （3) 等于零？ 


提示易得 $ =Xo + ^0+20. 


(1) 利用 1294 題的结果，易知所求的点为 






(2) 同 （1) ，所求的点为 （ 


， _ 二〉 • 




(3) 所求的点为由方程 j ：+ y + z =0 及 x 2 + y *+^ = l 所項定的解 （ xj ， 之). 

解”。=则在点 M 0 处球面的外法线单位向贵为 { a 。， 2 。}. 于是 


du 

dn 


= I } * { x 0 .^0 »^0 } = { 1*1»1 } • { x 0 ,y 0 tZ 0 > =x 0 J ry 0 -^z 0 . 


(1) 利用 1294 题的结果，得 

Xo+.yo+*o = lxo + lyo + l2o<y3 y/xl 十 : yS 十 4 =V^. 

当工。=>=抑=^：时，上述等式成立，此点恰在球面上.因此，在点^^：,^：^| : )处|^取得最大值. 


(2) 同法可得 
或 

故在点 （ 


—( Xo - f 3>0 +Zo ) = ( — 1 ) x 0 +( — l ). yo +(~ l ) 2o ^ V 3 . 

Jo + yo +* o ^— V 3. 

)处 # 取得最小值. 


4 m 

(3) 当 x + jy + zsO 及: r 2 + y +* 2 = l 时 |^=0 .因此，所求的点为由方程 

| x + y+*=Ot 

ix 2 + y +/=1 

确定的解（: r ,： y ,*>， 它在单位球面与过圆心的平面 x + >- f Z =0 的交线 


W 上面. 


C 35641 求函数 « = x ? + y +^ 沿拥 球面#+ # + ^ = 1在点 M 。 （:*：。，>，*。）的外法线方向的导数. 

( 争，学，争卜此法向录的单位向撤为 ” 叫凫，浩，芳 } •其中 


于是， 




V ? 




135651设 g 知 g 为函数“和 t ; 在曲面 FU ,; y ,*〉=0 上的点的法向导数，证明 

d r v 3v . du 
- Uv ) = u Tn ^ v -. 

提示由方向导数的计算公式命題易 获证 . 


证 uv) = ^( uv) cosa + uv) cosp-\-j^( uv) cosy 


=u ( 


dv 

di { 


如 # cosy 扣 


a y 


3 z 


仰卜 (g 


cosa 4 


du 


du \ dv 




dz 


^ sy ) = u 


dn 


du 

dil a 


求含一个参变置的平面曲线族的包 络线: 


【3566】 xcosa -hys\na= p (/ > = 常数） • 

解 II 思路令 /( J ,>»， a )= J ： cosa+ysina — p •由 /(: r ， y ， a ) = 0 及 /I ( hy ，®) =0消去 a ， 并注意原曲线 
没有奇点，且所得方程也不是原曲线族中某一支的方程，因而它就是包络线方程. 

以下各題 （3567 〜 3580) 说明所得的方程为所求的包络线（或包络面）方程的攻由均与3566题相同. 
j /( xt ^ ta )= xcosa + ysina—p = 0 t 
\ f f m (x 9 y = — J：swa + ycosa = 0. 

消去 a , 得 /十/=，. (1) 


解 
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由于原曲线没有奇点，且 （1) 也不是原曲线族中的某一支，故方程 （1〉 为原曲线族的包络线方程. 
【3567】 U-a ) 2 +/= y . 

解 〆 L 

2(x—a)+a = 0. 

消去〜得: y =± x, 同3566题的理由可知，它是包络线 方程. 

【3568】 y ^ kx+Y («*=常数〉. 


\kx—y^^- = 0, 



消去 h 得 y=4 fl> r, 同3566题的理由可知，它是包络线方程. 

【3569】 y l = 2px + p 2 . 

解 |2/>jr-y-f/> 2 =0, 

U - f -/>=0. 

消去/>，得 p+y=o, 它仅为一点（0,0〉.于是•厣曲线族无包 络线. 

【3570】设有长为/的线段•其两端点沿坐标轴滑动，求如此产生的线段族的包络线. 


解如图 6.31 所示，直线方程为 

a 

a = ls \ nd $ 6=/ cos^， 所以， 

5+点 =/ . 


i y 


对 <9求导数，得 



0或 


sin 3 沒 cosW 

由 （1),(2) 消去仏得同3566 陲的理 由可知，它是包络线方程. 
【3571】求面积 S 为常数的椭圆族4 + 4 = 1的包络线. 



解由题设抑 6= S ^ a = g ， 且 




(1) 


对 A 求导数，得 


2k 2 bx 2 2y 


0. 


S 2 b z 

由 （2) 式 “ 或6 2 = 士^,再代人 （1), 得士 f 士 f =1，即 


( 2 ) 


I s 


同3566题的理由可知，它是包络线方程. 

【3572】炮弹在真空中以初速度％射出，当投射角 a 在竖垂平面中变化时，求炮弹轨道的包络线. 
解炮弹轨道方程为 


：V = 




2t4 


( 1 ) 


对 a 求导数，得 
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(2) 


0 = 


i 4 cos 3 a 




由⑵式心 咖=会 代人⑴式，得 


y = 




同3566题的理由可知，它是包络线方程. 

【 3573 】 证明 ：平面 曲线的法线的包络线是此曲线的渐屈线. 

提示可仅就由显式 ： y=/(:r) 所给出的平面曲线加以讧明，并注意 ：y = /(x) 在点 P(x, ： y) 的法线方程 
为（乂一工)+：/(卜/ = 0. 

证这里我们仅就由显式 ： y =/(： r ) 所给出的乎面曲线情形加以证明. 

曲线 y =/ U ) 在点 P ( h ： y ) 的法线方程为 

( X - x )+ y ( y - y ) = 0. 

对求导数，得 

( Y - y )- y *=0 或 /( y -_ y > = 

/'(1 + 一） 


( 1 ) 


( 2 ) 


由（1),(2〉解得 


X = x — 


y = ：y 十 




此即: y -/( x ) 的渐屈线方程（参看第二章§ 14前 ff 3 e ). 

同3566题的理由可知，它是平面曲线的法线的包络线方程. 

【 3574 】 研究下列曲线族的判别曲线的性质 U 是参变量〉： 

(1) 立方抛物线 y = U — c〉 s t (2) 半立方抛物线 y = (： r- c > a 


( 3 ) 尼尔拋物线 y=u — 


(4) 环索线（: y — (：)*=〆 


解 （1) 


f ( j ： t y , c)=y — ( x — c ) 3 =0， 
l/:(i ， y,c) = 3<x—c>*=0. 

消去 G 得: y=0, 它为判别曲线的方程. 

原曲线无奇点，且: y=0 也不是原曲线族的某一支，因此，它是包络线.此包络线与原曲线族在 （c,0) 点 
相切，且 (c,0) 点是曲线的拐点，即它又是原曲线族拐点的轨迹.如图 6. 32(1〉所示. 
ry — < x — c ) 3 ^©* 
l3(x-c)*=0. 

原曲线的奇点为 （c，o)， 因此它是奇点的轨迹.要看是否为包络线，还要看在奇点的两支是否与判别曲 

线相切.亊实上，两支分别为 ％ = (：|：—()1，力=-(0： — C ) i , 均有/(<:) = 0, / 2 0:)=0 .因此 ，: y =0 为原曲线 
族的包络线.如图 6. 32(2〉所示. 


( 2 ) 


消去^得判别曲线: y=0. 


(3) 


( y —( x — c ) 2 = o , 

l2U-c) = 0. 


消去 r， 得判别 曲线; y = 0. 


原曲线的奇点为 （c,0) •由于: y=(a：- C )T 在: r = c 处的导数为无穷，因此，它与: y=0 不相切，从而，它无 
包络线.奇点 （c,0) 为尖点.如图 6. 32(3) 所示. 


( 厂 0 2 - 


= 0 , 


⑷1 - a+x 

- 2 ( y - c )= 0 . 

消去^得0： 2 (« — 0：〉= 0，即判别曲线为直线：《:=0及1=1 

显然 x=0 为原曲线族奇点的轨迹，用§6.的方法可押别出它是二重点的轨迹.事实上， 

A = /l(0,c)=2, B = /%(0,c)=0, C=/ 二 （0,c> = — 2， AC — 汗= 一4<0. 
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从而知 1=0 不是包 络线. 

但是，在处 / Uu) 关0 (a^O). 因此 :r = a 不是原曲线族奇点的轨迹，同时它又不是原曲线族 
的某 一支. 因此, x = 是原曲线族的包络线，如图 6. 32(4) 所示. 






图 6.32 


135751求半径为 r, 中心在阒周 x = Rcost , y - Rsint , 是参数 ，/? >r> 上的球族的包络面 • 

|(X-Kcos/) 1 + (y-Ksin/) I +Z 2 =r z , (1) 

I 2Rs \ nt ( X — Rcost ) — 2Rco % t(Y — Rs \ nt ) = 0 . (2) 


(2) 式化简得 Xsint - Yco ^ O . 于是, 


tan / = 


X, 


cos/= 土 


X 

v / x r +y r 


■ 

VX^Y 2 f 


将 （3> 式代入 （1) 式，得 


(X 2 +Y*)(l±—) 2 +Z l =r 2 . 

y/X^^Y 1 


当取“ + ”号时，由于 J? 2 〉〆， 故它不代表任何点（不是虚的）的 轨迹. 

当取“一”号时，由于原曲面族无奇点，且（彳沪+” - Ry + r = r ^ 不是原曲面族的某一个，因此，它 
是原曲面族的包络面 （圆 环）. 

【 3576 】求球族 

(x—/cosa) 2 + (y—/cos^) 2 + (z—icosy) 2 = 1 (其中 cos 2 a+cos 2 /3+ cos 2 /= 1 ft 是参变数） 

的包络面. 

I (xTcosa)* 十 （yfcos 沒） 2 + (z 一 fcosy) 2 一 1=0， （1) 

I — 2cosa(x— tcosa ) — 2cos^( y — tcosfi ) — 2cosy(z—/cosy) = ()• (2〉 

由（2>得 /= xcosa+ycos^+ 2：cosy (3) 

将 （3> 式代人 （1) 式，化简整理得 

x z +y +z 2 — (xcosa + >^cos^+ zcosy ) 2 = 1. (4) 

由于原曲面族的奇点均不在此方程所表示的曲面上，并且曲面 （4) 也不是原曲面族中的某一个，因此， 
曲面 (4) 为原曲面族的包珞面. 

【 3577 】求相应体积 V 是常数的椭球面族¥ + # + $ = 1 的包络面 .. 


(-： 


【 3577 】求相应体积 V 是常数的捕球面族$ 
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解题思路引入辅助函数 

F (: r ， y ， z ， a ， 6,c> 

則包络面的方程由下列方程组确定： 


X 2 


z 2 


+A 


(^卜砦)， 


4+ S =1 ， 

a bc =^ t 

4 ；t 

F :=0, F : =0, F ： =0. 


消去 a ,6, c , 可得包络面方程 U ： yz | = 


V 




解引人辅助函数 

F ( x * y * z * fl f 6, c ) = ^- + ^- + p -4 ~A ( a 6 c —• 
则包络面的方程由下列方程组 确定： 

^ + 7 =U 


atc ^. 

4兀 


F 


F 


F 


= -爭 +Afrc = 0, 

=—^-+Aac=0, 


一 ¥+Afl6=0. 


( 1 ) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


由（3)、（4)、（5>可解得 


将 (6〉 式代入 <1) 式，得& 


=4=— 

r 2 2 

+ •丁是 • 

a= V3\x\, b= V3\y\ • 


M - 


>/3 Ul. 


将 <7〉式代入 (2) 式，得 


- yz \ — 


V 


(6) 


由于原曲曲族无奇点，且曲面 （8) 也不是原曲面族中的某一个，故知曲面 （8) 为原曲面族的包络面, 
【3578】求半径为屮中 心在阀 锥面； r 2 + y == z * 上的球族的包络面. 

解设球心为则球的方程为 

(x-a)* + (y — 6): + (*-<:>* =〆 ， 

其中 《*+6*= c *. 

引人辅助函数 F ( i ,^, z , a ,6, c ) = Cx - a ) 2 + (^-6) 2 + ( 2 ：- c ) 2 + A ( a 2 +6 2 - c 2 ), 

则包络面方程由下列方程组确定： 

(x-a)* + (y-^) 2 +(z-c)* =ff , 
a z +b z =c z . 


(7) 

(8) 


F 

F 

F 


= — 2(x—a) + 2Aa = 0f 

= — 2(y—6) + 2A6=0t 
= -2(i-c) + 2Ac=0. 


( 1 ) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 


由 （3)、(4)、（5) 可得 


=羊一1 = 一三 + 1= A . 
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引入记号士 = ^ = f = 2- f ，则有 


=^rt b=fiy 

z 2 


= v ^ i * 


将 （6) 式代人 （1),(2) 两式，得 


^+y + 


x 2 +y- 


(2^- D 2 i / i-iy 
(2^ = 0 * 


(6) 

(7) 

(8) 


(7> + (8) 得 


2 (/+/)= ( 户苎 1)? 或 ^2p=^x r Ty r \2^-2\. 


由 （8) 得 


2 一士 

J 2 p = I w+y 士 zi . 


(9) 


( 10 ) 


其中 a , he 满足约束条件 


( I ： 


将 （10) 代人 （9), 整理得 >/2/)=丨 vV+y 士幻. (11) 

由于原曲面族无奇点，且曲面 （11) 也不是原曲面族的某一个.因此，曲面 （11) 为原曲面族的包络面. 
135791有一发光点位于坐标顷点 . 若 x 5+ W + z 5>/? 2 ，求由球 

( x — x 0 ) 2 z 0 ) 2 ^ i ? 2 

投影所生成的阴影圃锥. 

解解法1: 

所求的阴影圆锥的表面，可看作是一个过原点的平面族的包络面，此平面族的方程为 fl > r + frx + f 2 ：==0, 

ixo ^ byo + czo ^ 士 
+ A 2 + c * = l . 

引人辅助函数 

FixtytZ f afbfC )= ax ^ by - bcz ^ X ( ax 0 ^byo +« o 平 + b z + f * — 1), 

则包络面方程由下列方程组确定： 

ix +6>+ cz *=0, ⑴ 

,* +6 « + c 2 = 1, (2) 

ax 0 +by 0 +c*o = 士尺， 

Fl =x+Ax 0 + 2^a = Oi 
F 1 = y + A>o +2^6=0 t 
\ = z + Az 0 + 2 ^c = 0. 

方程 （4)、（5)、（6) 要能解出 A 、— 其中必须满足关系式 

x x 0 
y yo 


(3) 

(4) 

(5) 

(6) 


= 0 . 


(7) 


记 


则上述关系式可记为 


y yo 


I’ H: 


由 （1〉、（3>、（8) 可解得 


ar\ +br 2 +cr 3 =0. 
0 y 2： 

yo zo 
0 r 2 


(8) 


y 

yo 


士 R(zr t —yrx) 
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Tri 丁 ⑴ 


丁 


TT 2 T/l ) 


将 （9) 式代人 (2) 式，即得 

( rf + d + ri ) 2 =R 2 [ (>»rj — zr 2 ) 2 + ( xr 3 — zr , ) £ + (xr 2 —yn) 2 ] 

= l ? 2 [( r ?+ yj + r 5)( x , + y 2 +* 1 ) — (xn -hyr z + zr 3 ) 2 ] 

=尺 2 (rj + r | + r |)(« r 2 +y + z 2 >• 

(其中利用了 ： rn + jy ^+^ eO , 这是不难验证的 .） 于是，有 

rj^fj-hri = R 2 (x 2 -hy 2 +z 2 ). (10) 

由于原平面族无奇点，且曲面 （10) 不是平面族的某一个，因此，曲面 （10) 即为包络面.所求的阴影圆锥 
为此锥面的内部，即满足不等式 

r !+ r | + H <尺 2 ( x 2 + y +〆 > 

的空间区域(严格说来，还要除去球前部的区域）. 

解法2: 

显然，阴影圆锥是由通过坐标原点的球面( X —:1：。） 2 + (>»— : yoV + k — ％〉 2 =尺 2 的全体切线构成的.由 
解析几何知，如果点 6(^, 不在二次曲面 

FCx^ytZ^^ax 2 -\~by l + cz 2 + 2/ yz-\-2gxz+2hxy-}~2px~\~ 2^ y + 2 rz+d 

= <p(x*y t z) -\-2px-\-2qy-\-2rz+d = 0 (1) 

上，则通过点 P , 而和二次曲面 （1) 相切的全体切线所构成的锥面方程为 




由于 


(,yl + zl)xi + (ji+z 2 o)yQ + (xl^yo)zl — 2Tlyl—2ylzl — 22ixo—R 2 ixl+yl^^) 

= — R 2 (d + _yj + *?) < 0， 

故所求的阴影圆锥为此锥面的内部，即满足不等式 

Cyo^zl)x 2 + (zo +i5 )y 2 + (*t 2 + yj ) ^ ~ 2x c 3^0 J^y~ 2>o «o yz— 2z 0 x 0 zx — R 2 (x z +y 2 +« 2 XO 


x 

^0 


< K 2 ( x 2 + y +2： 2 ) 


的空间区域(严格说来，还要除去球前部的区域）. 
解法3: 


PCx .^ r ) 


如图 6.33 所示，由三角形的面积公式 + MI / clsina 得到 


| rX / 0 | = | r ||/ 0 | j ^|, 

其中 h = {x 0 t^ot^c } » r= { jrod} ，而 P(x ,： 
点.平方之，即得圆锥曲面的方程为 


幻为锥面上的任意一 



图 6. 33 


\ rXk \ z = R z \ r \ 2 . 

于是，所求的阴影圆锥为适合不等式 | rX ^ 2 </? 2 | r | 2 , 即 



SRW+y+z 2 ) 


的空间区域(严格说来，还要除去球前部的区域). 


[3580 J 若参变最 户和 g 满足方程/ > 2 + g 2 = l ， 求平面族 2 —zo = />(：r — ：1： 0 ) + 9(3^—加）的包络面. 
提示仿 3577 題参变量为 /> 和幻 包络面方程为 

( z — z o y = ( x — x 0 ) 2 + ( y —> o ) 1 . 


解解法 1: 

引人辅助函数 F ( Xfy , z , p t q ) = z — z 0 — p ( x - j ： 0 )'- q ( y — yo )+ X ( p z -\- q z — \), 
则包络面方程由下列方程组 确定： 


fz—zo = p(x—x 0 )^qCy-yo)f ( 1 ) 

j/» 2 +<7 2 = l. (2) 

" F ； = -( x ~ x o )+2 A />=0 t (3) 

F ^ = -(y—y o )-\-2Xq=0. (4) 

(3) X />+(4 >Xg •得 2 义— *o •于是，由 （3),(4) 得 





将 （5) 式代人 （1) 式，得 ( z — r 0 ) 2 =( x — j 0 ) 2 + 

由于原平面族无奇点*&显见上述曲面不是平面，故上述曲面即为包络面. 
解法2: 

引人新参数夕，令 p = sindf q = cosd . 


于是, 


代人（1〉式，得 


z—Zo ^cosO • (x — x 0 ) + sin ^ • (y—y 0 )t 

sin ^ • ( x — j 0 ) = cos ^ • (>— y 0 ). 


sin $= 


土 （: V 一: Vo ) 


vCx—^or + (y-yor 


cosd = 


士 （ j ：— j 0 ) 


V(jc-x 0 y^(y-yor 


(z-r 0 ) 1 = (x-xo) 2 + (y-^o) 2 . 


由于原平面族无奇点，且上述曲面不是平面，故上述曲面即为包络面. 


(5) 


( 1 ) 

( 2 ) 


§ 6.泰勒公式 


1°泰勒公式若函数 /( Ly ) 在点 ( fl ，6) 的某邻域内有直到 n +1 阶(包括；!+1阶）的连续偏导数，则在 
此邻域内成立公式 


/(x,y)=/(a*6)+ 2 弄 [( 工 一 。〉盖 +Cy — W 秦 ], 

其中 R ,( x > y ) = ^ qriy | [( J _ g 〉5 + ( 厂办)去 ] /[a + 氏 ( n )，6+ 艮(厂 6)] (0<又<1). 
2°泰勒级数若函数 / U ，： y ) 无穷次 可激且 HmR .(: r ，： y )=0, 則此函数可表成幂级数的 形式： 

f ( a ： 9 y ) =/(a.6)4 - ^ f i(a.6)(j—a)' iy — b) J 

在^ = 6=0的特殊情形下，公式 （1) 和 （2) 分别称 为麦克劳林公式和麦克劳林级数. 

对于多于两个变 M 的函数有类似的公式 • 


( 1 ) 


( 2 ) 
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3 ° 平 面曲线的奇点 若可微曲线 F ( o ：，： y ) = 0 上的点％(0：。，>)满足下列条件 ： 

F(r 0 ,y 0 ) = 0, F^ixo ， 3 , o)=0, F ' y {x 0 ,y 0 ) — 0, 

则称此点为奇点•设 M D Or 。， y 。） 是牖于光滑曲线类的曲线的奇点，且数 

A = F ，， ]a (xo *yo) * B=Fl,(xo .^o)» C=F fr yy (x 0 

不全为零.于是，若 

(1) AC — B 2 >0, 则 M 。 是孤立点, 

(2) AC — B 2 <0, 则 M 。 是二重点（节 点）； 

(3) AC — B 2 =0, 则 M 。 是上升点或孤立点. 

在 A = B = C =0 的情形，奇点的种类可能更复杂•至于不属于光滑曲线类的曲线，奇点还可能有更 
复杂的本质《中断点，角点等等. 


【3581】在点 A (〗， 一2>的邻域内根据泰勒公式展开函数 

fU , y )^ 2 x 2 - xy - y 2 -6 x -3 y +5. 

解 ^= ix — y — S , |^=— x —2> r ~3» 

0 =4> £fy = ~ U fy = ~ 2 - 
所有三阶偏导数均为零 ，因此 ，有 R 2 ( j ：,： y )=0 .在点 A ( l , — 2> 处， 

’ U ，— 2) = 5, ff =0, g -0. 0=4. 茲一1， 0—2. 

于是， /< x , y ) = 54-2( x - l ) l -( x - l )( > 4-2)-( y - t -2) J . 

【3582】在点 A ( l ， l ， l > 的邻域内根据泰勒公式放开函败 

/( x t y , z )= x 3 - hy 3 - hz 3 — 3 xyz . 

解 ^=3 x 2 — 3 yz , ^=3 y 2 —3 xz , ^=3 z 2 -3 xyi 

|^= 6j , |^= 6y , 0=6*. £ f y =~3^. ^ f z = -3 r . £ f z ~~3 y , 

其余的三阶混合偏导败均为零》所有的四阶偏导数均为零，因此，/? 3 ( x ,： y ，*>_0 .在点处， 

™. m 。， 备每 = 每 = 6 , ^=^=££=- 3 , 
备 = 备 = 每 = 6 ， 5 ^ =_ 3 ，兹 = -" = 55 £ =0 ， 

于是， 

/(x,.y»z) = /(1,1, 1) + 2 ~[<«r— 1> 去 + ( 厂 1) 吾 + (z—1) 去 ] /(l’l’l) 

= 3 [(工一 1)* + (厂 1)* + (:—1)*-(1-1)(厂1)-(1一1)(2—1)一（厂1>(*一1>] + (0：-1) 3 


+ (^-1) 3 + (2-1) 3 -3( x -1)(3»-1)( z -1). 

【3583】当自变薰價从 : r = l , y = — 1 变到 or , =1+/»，>», = — 1+走时，求函数 fix,y) = x l y+xy 2 — 2xy 
的增敏. 

解记 A ( l , — 1) 及 P ( l + A , —1 + 々）•则 

备 |，( 2 巧" - M ， 1 ，| j| A = ^+2 xy -2 x)| A = -3, 

& L = 2 儿=- 2 ， L = 2 x i .= 2 - fefeL = < 2 x + 2 y - 2 ) i .=- 2 * 

备 L 令 L =0 ’ Sf y \rw\r 2i 
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所有四阶偏导数均为零，因此，見 Or ，： y> = 0. 于是，按泰勒公式即得 

△/ = f(P) 一 /(A) = ^ 去 (A 去 + 是告） /(A〉 = (A — 3A) + ( 一 A 2 — 2hk-^-k 2 ^ hk(h-\~k). 

【 3584 】设 fix,y,z)=Ax l +2Dxy+2Exz+2Fyz： t 

按数 /iJ 和 / 的正整数次幂展开 /(x+/i, ： y+ife,2 ： +Z). 

解 |f=2(Ax+D^Ez), 0=2A, £f y ;2D ， g=2(B y +Dx+Fz), 0=2B, 

g£ = 2F, |f=2(Cz+E.+F y ), 0=2C. |£ = 2E. 

所有三阶偏导数均为；， 因此沁 （ or, ;y)=0 . 于是，按泰勒公式即得 
/( x 4- A , y +^* z +/) 

= /(x,y,z)-h 2 jr( h ii' hk ^' hl £) /( 工 …*) 

= /U,y 9 z)-h2[h(AjrbDy-hEz)^k(By-{-Dx-bFz)-hl(Cz-bEx-hFy)]-h[Ah 2 +Bk i -ba 2 -\-2DhI:+2Ehl-b2F/:l] 
= /U f y f z)-h2[h(Aj ： -hDy-bEz)-bk(D^-hBy-bFz)+l(Ex^Fy^Cz)J-bf(h t k f l). 

【 3585 】写出函数 /U, ： y)=:^ 在点 A(1,1) 的邻域内的展幵式，到二次项为止 . 

^=y(y-l)a-- t , £f y = ^ yx>~' \na: 9 0=x>ln l x, £(= 少厂 1)( 厂 2)x>_>, 

|^(=x>ln 3 x, ^^=(2y-l)x>- , -4-y(y-l)x>-Mar. - 1 In 2 x+2x>** lnor. 

于是，按泰勒公式在点 （ 1,1) 附近展开到二次项，得 

x^ = H-(x-l) + (x-l)(y-l)-f-/? 2 [l+^(x-l),l-+-^(y-l)] 0 <^< 1 . 

其中余项 


R 2 (x^) = ^<^(>-l)(y-2)^- 3 a J , +3[(2>r-l)^- 2 +y(y-l)^Mfu:]dr 2 dy 
+ 3 [>^ _| 111*1+2〆 1 lnx]cLrdy H-x^ln^dy } 

=-|-^ ^ (-^-<Lr-Hardy) +3 ( 含 dr+lnxd)) (-含 dx 2 十 •^•(Lrdy ) 

+ (|?dx a - 吾 dr 2 d;y)] , 

dar=x—It dy=y—l. 


135861 根据麦克劳林公式展开函数 fix,y)= 到四次项 为止 . 

解由于 


( l +: r)+=l + ;. 




免 1 + 


T ' 


8 


2 ! 

―+忐？’ 


+ 


故得 /(x, y ) - yi-x^-y =[n-(-x 2 -y)]7^i-i(x 2 +y>-y(x 2 +y) z . 
【 3587 】若 k| 和 | ： y| 同 1 比较为很小的量，对于下列表达式《 


( 1 ) 


(2) arctan 


l+z 十 : y 


cosy ' l ~ x^y 

推出精确到二次项的近似公式 . 


x 2 


解⑴ cosy = cos 工 (1 一 dn 2 y) 7 =(l - 了 + ...)(1 + 了 sin 2 >+•••> 
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(1 — 夸 )(1 + 士 sin 2 ： y)Xl — 誓 >(1 +j(x 2 —y 2 ). 


( 2 ) 


i ±^ = arctan 
\—x+y 


1 + 


i±^= 冬 + arctan 


1 + v 4 v l+y 


) -士 （ 


1+7 


1 +y 


^-7- + x ( l - y + y 2 )^-7-+ x - xy . 

4 4 

【 3588 】假定： r ，： y, 2 的绝对值是很小的童，简化表达式 

cos ( JT+y + z ) — cosxcosycosz . 

解 我们简化上式到二次项 . 

cos (: r+y + z) 一 cosxcosycosz^ 1 — ^-(j ： +y+z) 2 一 （1 — |-x*)(l — ^y z )(1 — |-z 2 
^1 —-y(x 2 +y +zr 2 ) —(x.y+yz+rx) —(1 —-i-x 2 — —-|-z z ) = — (ary4-yz+«j :： 

【 3589 】 按 A 的幂次展开函数 

F ( x . y )/ i * y ) + /( x . y +/») + /( x — A . y ) + /( x ,. y — A )] —/( x . y ). 

ffl 确到 V. 

3f(a ： fy) 


解 u* 


9x 


U. Ti d Jl£lA = U 
By 9 y 


，余类似 


即得 


F(x ， 3 ») = -^- { [/(x+/i* 3 ») —/(x.y) + [/(x*y+/») —/(jt>)]4-[/(j — /i*y) — /(x,>)] 

+[-«+> 0 + B-h- e ]+[- 料 * 

【 3590 】 已知中心在点尸 (or, y) 半径为 p 的圆周，设 /(P 〉 = /Cr, ： y) 及 P. U •，: y, )(«•= 1 ,2,3) 为巳知圆 


F( / o) = y[/(P l ) + /(P 2 )-f/(P 3 )]^ 

精确到 〆 • 

解 如图 6.34m*^P,P 2 P 3 之三顶点分別为 


Pi (x-\~p*y) t P 2 <x—-^-,.y+^y^), P^ix—,y—^p). 



图 6.34 


于是 • 

F( l o) = y[/(P l )+/(P 2 )+/(P,)] 

-+{[/( 心 lf+4£r]+[/(p)+(-f)lf+fg+40+¥ 士字兹 ] 

+[/■(-! )lf+(-f ) 々 +f 》¥ 0+ 年 岛 ] (0+0). 

【 3591 】 按 h 与 k 的幂次展开函数 

A^y f(.Xfy) = fix+h^y+k^) — fix+h 9 y) — f(.x$y+k) + fCx^y). 







= §§ m !(『 m )! ax - a > - =A,A 
I3592J 按 p 的幕次展开函数 F ( P ) = U 。/(^ fiCOS < p f y - i - psin ^) d ^. 


!(n — m)! 


d n f 


解〜 〉= *广[ /( 一 +§s 


’cos_ysirT’ 

7 i |(n — m ) 


3 m f ( x , y ) 


■ 

dtp 

m 


=/U， y )+ ES -- !( -^r m )j •忐 T cos > sin ""> d ^ 

下面计算上式中的积分. 

1 r 2 * _ 

5 Jo cos’psin ’ - " ■穸和 

=^ | T cos_9sin,-_9jd9 + 古 p cos* (tt—^) sin" m (n—<p)d<p-\~ cos* ( 7 r+ 9 >)sin -_ _ (ir+p ) 〜 


+ 去 J": cos"( 2 ir—9>)sin" - " , (2ir—9>)d^ 


= 占 [1 + ( —1)- + ( — 1>- +( — 1>■—] cos_ f sin …—户 

当 m , n 中至少有一个为奇败时，显见上述积分为零. 

当 m , n 均为偶数时，由 2290 ® 的结果知： 


^| ； "cos>sin-->d ? =^J o T 


2 m < pd<p 


上 it(2m) !(2n-2m)!_ (2m) ! (2rt — 2m) ! 
x 2 2 " 41 m|n!(n —m) ! 2 u m !n!(n~m) ! * 

代人原式，并注意到其中的 m 、 n 只能 为偶数 ，适当改变一下指标的编号，即得 

py 、_ " x , ^ _ 9 tm /(j ： ty) (2 防） ！（ 2w — 2m) 

^ Aj Zj (2m)!(2n-2m)! 2 2 "m !n! (n-m) ! 


(2m)!(2n 


2 u m !n!(n —m)! 


g (^7)7(-f-) ij ax^ay--*- 

-fU.y) + g )*"(£f+^»)V(x„). 

将下列函数展幵成麦克劳林 级数： 

[35931 /( x , y ) = ( l + x )"( H - y )\ 

解 /(3：,>0 = ( l +; r )，（ l+W = [ l + m : r + m ( y ^ - 1) : r t +".][l + ; i < y + n( ” 2 ! + …] 

=l + (mo:+n;y) 十士 [m(m — l)x 2 + 2mnxy+;i(n—l)/] + ••• ( |x|<l t |^|<1). 


【 3594 】 /(x f y) = ln(l + j+y). 


解 /( j ：,>) = ln [ H -( x +^)]= 2 ' — T —■2 [S ~ 一 I } 


— m)! 


工， y 


= fi A ( —1) 卜 1 u 

_ ^ A mHk-n 


Wife — l )! 


(1) 


=SE 


(一 IV 


(m+n — 1)! 


当爪= 0 , „ = 0时，分子出现 （_1)!, 规定该项为零•下面讨论一下收敛区间 . U ) 式成立，只要求 | x +; y | 


137 


<1 即可.但从 （1> 式到 （2) 式，必须要求 （1) 式绝对收敛，这样才能将各项重新排列.不难看出 （1> 式级数各 
项取绝对值后即函数一 ln[l _(| x | 十 |： y |)] 的展开式，它的收敛要求 | xl 十 |： y |< l .这就是 /(: c ，： yO 的展开 
式的收敛区域. 

【3595】 f (. Xfy ')= e r siny . 

解 fUfy)= L § S ][§( _1 )_ (2 n + l )|] = (_1) " mK 2 n 4- l )! 

(| t |< + oo , |，|< + oo ). 

【3596】 /( j ，3；) = e , cos 3». 

m /( —〉 = [§ S ][§(- ir ( fSr ] = S § ( - 1)b 

(Ix|<-f OO, |3»|< + oo). 

【3597】 /( x , y ) = siarshy . 

解 [g S _ g ( _ lr ^ 

于是， fix,y)= [_(—”• ( 2 ^-t-i)|][S (2^+l)i] = ( —D 明 

(|x|<-foo, |y|< + oo). 

【3598】 /( xty ) = cosxchy . 

解 chy =—"^ e --= ^ ^jyj (| yl < + °°). 


于是， 


/U 




(2 m )!(2 n )| 

(|x|< + oo f |y|< + oo). 


135991 / U ，： y ) = &(?+：/)• 


解 /( x ^) = 




- ■ ■ w ■ 

= SE (- 1)-3 


k\C2n+l-k)\ 


=S C ^- fy <^ oo ). 


13600] /( x f y ) = In ( l + x ) ln(l + >). 


m /(u)= [E (- w f][S (- 1〉- 1 f ] = SS(-i). 


(I x |< 1, |y|<l). 


【3601】写出函数 
的麦克劳林级数前面不为零的三项. 




(1 + iV Mr 


解 （ l+z)6 = /， w,+ 〜 1 + / 2 咖 ( 】 +0：) + 士 [»(1+ 之 ) ？免 1 + 0( ： 1 ： — 誓） 


=1+^ 


-夺工: 


于是， 


J: (l+f z xy-yx l y)df=14-y^(x-y ). 


【3602】按二项式 J ：—1 和: y +1 的正整数次幂将函数展开成幂级数 • 

糾 .4.. 〜一一 I .+ 1 ^ (x—D^Cv+D" . I I ^ . 


解 


= e - V ^= 2 S 


(| x |< + oo ，+ 


【3603】写出函数 /( x ，： y ) = f 在点 Af ( l , l ) 的邻域内的泰勒级数展 开式. 
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解令 o:=l + / i ， ： y = l +々， 则得 

f- = Tx4 = n+A) f] (-1)^— 2 (一 l>-[l + (:-l>]( ： y-l>- (| ： y|< + oo, 0<3T<2). 

^ 肩 —0 

【3604】设 z 为由方程 z 3 —2工2+>»=0定义的1和>»的隐函数，且当 jt =1 和 y=l 时 z = l . 

写出函数2：按二项式: r _ l 和: y _ l 的升幂排列的展幵式中的若干项. 

解对原方程微分一次，得 

3z 2 dz — 2xdz — 2 zd dy — 0. 

再微分一次，得 

(3z 2 — 2x)d 2 z+ 6zdz z 一 4drd 之 = ()• 


以工=1, : y = l , r=l 代人 （1),(2) 两式，得 
dz=2dx—dy. 

d 2 z = (4dx—6dz)dr= (4cLr — 12dr + 6dy 〉（ 2cLr —d^y) = — 16dr 2 +20drdy — 6dy 2 , 


于是，可求得在 r = l , : y = l 处, 


3 z 


2, 





=10 


3 xdy 


d^z 

3 y 2 


从而，有 r = l +2( x -1)-(3^- l )-[8( x - l ) 2 -10( x - l )( y - l )- f 3( y - l) 2 ]-f 


(1) 

(av 


硏究下列曲线的奇点的种类并大略地画出这些 曲线： 


[3605] y 2 = ax 2 + x \ 

提示点 （0,0) 为奇点，分别就 a >0 f a <0 及 a =0 三种情况加以 讨论. 

F ( xt >) = + j 3 — y 2 =0 f 

解解方程组 ^ F ；( x ^> = 2 ax - f 3 x 2 =0, 

F f ,(x,y) = -2y=0 

49 x = 0, y =0, 故点 (0,0) 为奇点. 

其次，由于 

A = F M xr (0 9 0) = 2a f B=F^(0,0) = 0 f C=F^ (0,0) = — 2, AC-B 2 = -4a 9 




ffl 6. 35 


故当 《>0 时，点 (0,0> 为二重点；当 a <0 时，点 (0,0> 为孤立点 ； 当 a = 0 时，原方程化为 / ,由 3574(2) 

的讨论知，点(0,0)为尖点 • 

如图 6.35 所示，点为（_〜0) 

【3606】 x 3 + / — 3 x ^=0. 


解解方程组 

F ( x ,^)= x 3 +y —3 x ^=0, 
< F f T (x f y) = 3j： 2 —3y=0 9 
F f y (x 9 y) = 3y 2 — 3x = 0 





得 x = 0, ： y =0, 故点<0,0>为 竒点. 

又因 A = Fl (0,0)=0, B = F ^(0,0) = -3, C = f ^(0, 0>=0,且 AC — B 2 = — 9<0, 故点 （0,0) 为二 
重点.图像参看370题（2〉. 

[3607] jr z + y = x 4 4- y . 

解解方程组 


= J 2 +y — Jr A — y 4 =0, 
F :(* r ， 3f > = 2 j —4_ r 3 =0, 

F 9 yix , y ) = 2 y — Ay l =0 


得了 =0, ： y =0, 故点 (0,0) 为奇点 • 

又因 A = Fl (0,0) = 2, B = F ^(0,0) = 0, C = F ^(0,0) = 2, 
且 AC — 汗=4>0,故点 （0,0> 为孤立点.图像参看1542题. 

[3608] j 2 +y = x 6 . 

解解方程组 


F(jf^>= j 2 + y — =0, 

F ； (x,y) = 2j— 6^=0, 
Fy ( x , y ) = Ay 3 ^0 


得 j = 0, : y =0, 故点 (0,0) 为奇点. 



图 6.36 


乂闪 A = Fl (0,0) = 2, B = F ： > (0,0) = 0 f C = (0,0) = 0, fl AC —胪 =0,故点 （0,0) 为上升点或孤 


立点.本题中，点 （0,0) 为孤立点（图 6. 36) .挛实上，将原方程改写为 y 4 = x 6 — ？，对（0,0)点的很小的邻域 
内的点 < UI <1, bl < lh 左右—/一 1><0,除点 （0,0) 外没有适合方程的点，故点 


(( K 0) 为孤立点. 


136091 U 2 + y 2 y = a 2 ( x 2 - y 2 ). 


解解方程组 


F ( x ^) = ( x 2 + y ) 2 - a 2 ( x 2 -y )=0 t 
F / ,( x , y ) c *4 x ( x 2 H - y z )-2 a 2 j -=0, 

F / y ( xty ) = 4>( x 2 )+2 d 2 . y =0 

得文= 0, : y =0, 故点 （0,0) 为 奇点. 

又闪 A = Fl (0.0) = -2 a z , i 3= F %(0.0)=0, C = F ^(0,0> = 2 fl 2 ， 旦 /\ C 一 B 2 = — 4 a 4 <0( a 关 0) •故 
点 （0,0) 为二重点.图俅参看3378尠，讨论参考3367题•只滞将该题中的1换成 
[3610] ( y — x 2 ) 2 = x 5 . 

解解方程组 

F ( x 9 y ) = ( y — jr 2 ) 1 — I s = ()• 

- F\(jr*y) = —Axiy—x 2 ) — ^ = 0t 
F ， y ( jr t y ) = 2( y - j ： i )^0 
得 : r = 0, y = 0, 故点 (0,0〉 为奇点 • 

又因 A = Fl (0,0) = 0, B = F ;(0,0)=0， C = F ;(0,0> = 2, 且 AC - B 2 =0 f 
故对点（0,0)还需要再讨论一下.由原方程解出: y =： r l 士 1音，右边只允许 : r >0, 图 6.37 

当00<1时不论取“ +号”还是“一”号均有: y >0, 且均有 lir^g = 0, 故点 （0,0) 




为尖点.如图 6. 37所示 • 

【3611】 ( a + jr>y = (<2 — jt ) x 2 . 
解解方程组 
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F(j ： ,>r) = Ca+x)y — (a —x)j 2 =0, 
F :(a:，，) = 3 » 2 — 2ax + 3aa: 2 =0, 

F yix,y)=2(a-hx)y=0. 


( 1 ) 

(2) 

(3) 


由 （3) 得 x=—a 或 : y = 0. 

将 y =0 代人 （1)、（2) ，得 x =0. 

将: r =— fl 代人 （1> 式，得 （ a -： r ) x 2 =0 •若则得出矛盾的结果.若 a = 0, 则也得到 : r = 0, : y =0, 故 
点 (0,0) 为奇点. 

又因 A = Fl (0,0) = -2 a , B = F ^(0,0) = 0, C = F : (0,0> = 2 a ， 且 AC — B 2 =—切 2 ， 故当 a 关0时， 
点(0,0)为二重点；当 a = 0 时，方程转化为 a：y = —: r 3 , 从而，曲线为1=0,点 (0,0) 为上升点. 

如图 6. 38所示，图中点 A 为 U ,0). 



图 6.38 

【3612】研究参变歎 a ,6 ，c 的值与曲线— — 6) U — c > 的形状之 关系. 

解 解方程组 

rF ( x * < y ) = y 2 — (x — a)(x —6)( x — c ) = 0, (1) 

< F ， r ( x * y ) = —( x — a )( j ：—6) —( x — a )( x — c ) —( x —6)( x — c )=0, (2) 

lF ；( x ^) = 2 y =0. (3) 

由 （3) 得: y =0, 代人 （1)， 联立 （1),(2) 求解. 

当 aCfrCc 时，（1)，（2)无解.因此无奇点•此时曲线如图 6. 39(1) 所示* 

当 a = 6 <c 时，显然（1>，（2>有解 x = a , )=0,由于 A ， Fl ( a ，0> = — 2 (a — c )= F 二 （ a ,0) *=0， C = 
5':(10) = 2，且/\0：—汗= 一4(^1一(：)>0,故点々 1 ( 4 2,0>为孤立点，如图6.39(2)所示 | 

当 时，显然 （1),(2) 有解 i = b , y = 0 . 由于 A = Fl (〜0) = -2( r - fl ), B = F ^( fe .0) = 0, C = 

尸^(6,0) = 2,且>\(：一妒= 一4((：一0)<0,故点/^(6,0〉为二重点，如图6.39(3〉所示》 

当 a = 时，显然有解 j ：= a , : y =0 .由于 AC - 皮=0,此时原方程为 /=(: r - a ) 3 , 且由 3574 0(2) 
的结果知，点 A ^^ O ) 为尖点，如图 6. 39(4〉 所示. 








图 6.39 







硏究超越曲线的 奇点: 

【3613】 y 2 = l - G ~ jZ . 

解解方程组 


fF ( x ， y)=y—l + e _ ’ Z =0， • 

< FU ^ 9 y ) = -2 xe- xZ =0. 

[f y ( x , y ) = 2 y =0 

得1=0, : y = 0, 故点 (0,0) 为奇点. 

又 A = FL (0,0) = -2, B = F ^(0,0) = 0, (：=^';(0,0) = 2，且々(：一序= 一4<0，故点（0,0)为二 
重点. 

【3614 】 y = l - e ~" 3 . 

解解 方程组 

( F ( x , y)=y — 1- f-e ^ =0. 

= = 0 , 

If ;(:，>)=2尸0 

得: r -0, : y =0 •故点 （0,0) 为奇点. 

又/ \ = FL (0,0)=0, B = F ^(0,0) = 0, 0=尸；（0,0)*2，且40-汗=0，故对点（0,0)还需再讨论一 
下.原式可解为 : r = 一夕 Ml _ y )>0 •在 （0,0) 附近，第一及第四象限各有肢曲线的一支，因此，点 （0,0) 为 
尖点. 

【3615】 y = x \ nx . . y 

解 F ( x ^ y )- x\nx — y ^ F = 1- f - lnjr , F ， y Cx * y ) = — 1^=0^ T / 

故尤奇点•如囹 6. 40 所示. / 


【3616】 


14-et 


提示注意点 （0,0) 为角点. 

解在 *r = 0 处，由于 lim ： y = 丨 im y =0, 故 a :=0 为“可移去”的第一类不 

x -^ + 0 — 0 

连续点，补充闲数在该点的值为？后，即得知函数 


图 6.40 




y = 


在点 x =0 连续.由于 F 〗（: r ,： y ) = l 关0,故无奇点.当: r 关0时，由于 


, (1+ 士 )3+i 


(1 + e ，） 2 

f i. (l+z)e: + l 


lim 


(z+2) 


z+2 


/ v # I ▲ _ mm^ ~ « 

(1 + e*) 2 ^ ^?l2e*(l+e*) = 元 TT^ 


= 0 


lim /= lim ° - Z)C : At 1 


故点 （0,0) 为 角点. 如图 6. 41 所示. 


13617] y = 


(- M . 


解 x = kn (々 = 0 , 士 1 , 士 2 , …）点为不连续点•由于 

lim y =( — 1” 爷， lim 



m 6.4 i 


c-ir 


故点 x = h 为函 数的第 一类不连续点 • 
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【3618】 y = sin —. 


解 ； y = 士〜，它在(去，^^)(々=土1,士2,…）内无定义. 
在边界点工=4及 r = 3^-0. 函数图像有上下 两支. 


设 FXx ，})、 2 — sin 含，则在边界点，由于 F ’! 判， F’ y = 0, 故也无奇点 • 

在点（0,0)的任何邻域内•有无穷多个曲线的封闭分支，这些分支没有一个过 （0,0) 点，它不属于任何一 
种类型，但它是函数的第二类不连续点. 

【3619】 y = sinj 2 . 

解解方程组 


F ( xf > r)=y — siar 2 =0， 

< F f M Cxny) = — 2xcosx 2 =0 f 

F ， y { x ^ y ) = 2 y =0 

得 x=0, : y=0, 故点 （0,0) 为奇点. 

又因 A = Fl(0,0) = -2, B=F^(0 t 0)=0, C=F:(0,0〉= 2, 且 AC—B 2 = — 4<0,故点 （0,0) 为二 
重点 • 


【3620】 ： y 2 = sin 3 x . 

解显见，函数: y 的周期为2心在 （2々 k ,(24+1) k ) 内函败有 
定义，而在 （（24 —1)。2々7：)0& = 0, 士 1, 士 2,…）内无定义. 

F ( x f y)=y — sin 3 x = 0 t 

解方程组 < F / x ( j ： t ^) = —3 sin 2 xcosx =0 t 

Fy(x,y') = 2y=0 
n X =0 f : y =0, 故点 （0,0> 为竒点 • 



图 6.42 


在点 (0,0) 的左侧（指充分小的范阑，下同，不冉说明）无曲线的点，而在右侧的第一、第四象限分别有曲 


线的两枝•因此，点（0,0>为尖点，6卩阁 6. 42所示. 


由周期性可知，点 Utt ，0) U 士 1,士2•…）也为尖点.只是当 A 是偶数时，右侧才冇曲线的两枝；当々是奇 
数时，左侧才有曲线的两枝. 


§7. 多元函数的极值 

1°极值的定义若函数 /( Ds / U , ，…， X ,)在点 n 的邻域内有定义，并且当时， 
f ( P 0 )> f ( P ) 或 /( Po )</( P )， 则说，函数 /( 尸)在点尸。有极值（相应地为极大值或极小值）. • 

2°极值的必要条件可微函数 /( P ) 仅在临界点 P 。， 即 d /( P 0 ) = 0 的点 P 。 能达到极值.所以，函数 
/( P ) 的极值点应当满足方程组…， x _) = 0 ( i = l ， …， n ). 

3°极值的充分条件函数 /( P ) 在点 P D 有： 

(1) 极大值，若01/(戶。）= 0,且当丨 dz | 关0时(1 2 /(尸。）<0， 

i=l 

ft 

(2) 极小值，若（1/(尸。〉= 0,且当 ; S | dr | 尹0时 d 2 /( F 0 〉>0. 


-若将不等式 /(&)>/(/") [或/(几）</( 尸〉] 换为不等式 /( Po > 彡 /( P ) [或 /( P C )</( P )]， 则称 /( P ) 在点 Po 有 

荈极大值（或弱极小值）. 


《题解》作者注 




研究二阶微分 d 2 / (巧）的符号，可用化相应的二次型为标准形式的方法. 

特别是，对于两个自变景 x 和: y 的函数 /(x,：y> •若在临界点。。，^^(^/(^，^。^(^成立条件 D=AC 
一皮关0,其中 A=/ 二 U fl ，：y。），B =/^( x 0 , yo ). C=/ 二（1。，加>，則那里有 ： 

(1) 板小值，若 D >0, A >0 (00)； (2) 极大值，若 D>0, A<0 (C<0), (3) 极值不存在，若 D<0. 

4°条件极值在关系式弘 （ P >=0 (i-=l, … ，m; m<n> 存在的条件下，求函数 /<P c )=/(々，x 2 ，…， 
A) 的极值的问题，可归结为求拉格朗曰函數 

m 

L ( P ) = /( P )+ 2 (尸〉 

•-I 

[其中 A,(i = l, …， m) 为常数因子]的普通极值的问題.关于条件极值的存在和性质的问题，在最简单的情况 
下，可根据对函数 UP) 在临界点 P。 的二阶微分 d 2 L(f>。） 的符号的研究来解决，此时变量 dr,，dr 2 •…， dx n 
满足•以下限制 条件： 

力 l^-cLr, =0 (* = 1 ， … ， m). 

5 - 绝对极值在有界闭区域内的可傲函数 /( P> 在此区域内或于临界点，或 T 区域的边界点达到自己 
的最大 值和最 小價. 

研究下列多元函数的 极值： 


【3621】 


a + ( y - l ) 2 . 


解解方程组 


卜 ㈣ ， 

|p = 2( y — 1)=0 


fix 

dz 


2 j : — 0, 


得临界点尸。（0,1>.显然 z (0, l >=0, 且当（: r ,： y > 关 （0,1) 时 z >0, 故函数 z 在点 P 。 取得极小值1(^)=0(实 
际是最小值 >. 

[36221 z = x z -(y-\y. 

解解方程组 

g=_ 2 (y -l)=o 

得临界点尸。（0，1)•由于 A = z "„(0, l ) = 2, B = z ^(0, l )=0, C = z 二 （0,1) = —2且 AC — 妒= 一4<0,故极 
值不存在（或用该点附近的*值可正珂负说 明）. 

【3623】 z=(:r —； y+1) 2 . 

3 z 


解解方程组 


^ = 2( x - y + l ) = 0 
dz 


—=-2(x-y+l) = 0 

得临界点分布在直线: T _： y +1 = 0 上.对于此直线上的点均有2：=0,但是 z >0 恒成立.因此，函数 z 在直线 
x - y+l = 0 上的各点取得极小值 2 - 0 . 

【3624】 z=x 2 -xy+y z -2x+y. 

\ dz 

解解方程组 


da: 

dz 


= 2x—y—2 = 0 


= — x +2 y + l =0 

得临界点 Po ( l ，0) .由于/\ =匕（1,0) = 2, B = Z %(1,0) = -1， C =4( l ，0)=2 且 AC - B 2 =3〉0, 故函数 
z 在点 P 。 取得极小值 z ( P 0 ) = - l . 

[3625J 2=x 2 ,y 3 (6 — 
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解解方程组 


dz 

di 

dz 


=xy (12-3x-2y) = 0 t 


^ = x 2 y(18-3x-4^)=0 

得临界点 Po (2,3). 并且直线 x =0 及直线 : y =0 上的点都是临界点. 

不难断定在点 P «)， A =— 162, B = — 108, C =-144, AC —序>0,故函数 z 在点 P 。 取得极大值 z ( P 0 ) 
= 108. 


在直线 o :=0 及 y =0 上的各点均有 z -0. 先分析直线 : y = 0 的悄况.在直线上 x #0 及 x 关6处， x 2 (6 — x 
一^)关0,在确定点的足够小的邻域内也不变号，但是 y 可正可负，因此，函数 z 变号，即在上述情况下没有 
极值.当 x = 0 及 x =6 类似地珂判断也无极值. 

其次，分析直线 X=0 的情况.在直线上: y = 0 及 y =6 的点的情况类似地可判断无极值，但当 0< ： y<6 
时，父（6 — x —: y )>0, 且在所讨论点的足够小的邻域内保持正号.因此，在足够小的邻域内 ，z = /y • 
(6- x - y »0 也成立，但邻域内任意近处总有 z = 0 的点.于是，对亍 x=0, 0< ： y<6 的点函数 2 取得弱极 
小值 z = 0. 同法可判定，对于直线1=0上: y <0 及 y >6 的各点处，函数 Z 取得弱极大值 z = 0. 

【 3626 】 z—jr 3 -by i —3jry. 

解解方程组 

得临界点尸。（0,0>及 P ,( l . l ). 

不难断定，在点 P 。 有 A = 0, B =_3, C =0 及/^：一皮= 一9<0，故无极值 ； 而在点户，打 A -6, 
«=—3, C =6 及 AC —汗=27>0,故函数 z 在该点取得极小俏 z ( P ,) = _ l . 


|^ = 3 j 2 —3> = 0* 


dz 

r y 


3y-3x = 0 


【 3627 】 z = j 4 +y -x 2 -2xy -y\ 


解解方程组 



得临界点 及 ( —1, 一 1〉. 


在点 P 。 附近，当 z = y 且足够小时，有 z =2 / — iPCCh 但当1=-夕时，2=2分〉0,因此，在点 P 。 无 
极值. 

不难断定，在点 h 及 P 2 均有/ \=10, «--2, C =10 及 AC — B 2 =96>0, 故闲数2在点及尸 2 取 
得极小值 z = — 2. 


136281 一，? 

解解方程组 


(x>0, y>0). 


dz 

9 x 

3z 


50 A 
= y -^= o , 

20 n 
x ~7 =0 


得临界点 Po(5,2) . 不难断定，在该点有 A=*|~, B=l, C=5 及 AC_B 2 =3>0, 故函数 2 在该点取得极小 
dU(P o ) = 30. 


[36291 (a>0, b>0). 

解考虑函数 《=2： 2 =： r 2 ： y 2 ( l -* — 荼)， g + 客<1.显然 z 的极值 均为“ 的极值；且《在点（: r ,： y ) 

取得的极值不为零时^也在点 ( x ,： y ) 取得极值；《在点（: r ,; y ) 取得的极值为零时，情况复杂一些，但对 2 也 
不难讨论. 
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解方程组 


一夯一 z ) 一 |^，=。 


du 

d y 


得临界点 


Po( °，°)， Pi (5’*)， Pz (— ；!，-；!)， & p< (—；!，*)• 


由于 2 在点 P 。 附近变号，所以，以 P 。） 不是极值. 
d z u ~ * 6 a : 2 v 2 \ d 2 


2 外 - 争 - 蒼 ) ， & 叫卜 S- 钓， 


3 1 


叫卜 ¥ 一釘 


3x 2 " r a 1 b 2 ； f dy 2 — \ • a z b z r Bxdy 

在 />, ， P* ， P 3 ， P, 各点，得 A=-y^ 2 , B=±-jab, C=-~|v, AC-B 2 =(|y-|y) a 2 A 2 >0, 


故函数 U 取得极大值•于是，相应地函数 Z 在点 P , 及 P 2 取得极大值 Z ( P ,)=2：( F 2 ) 


Pi 取得极小值 z ( p 3 )= 以仏）=一 


ab 

3>/3 


;而在点 p 3 及 


-— a b 

一 W 


13630] z= U +b 2 +cr 2 ^0). 

V^+V + l 

解令 ar = rcos ^， y = rsin 95, 则 

z(x 9 y) = z( rcostp,rsm<p) — 


a r cos 矽+ brs\n<p+c 


J + l 


f 3 z acos<p-\-bsin<p— cr A 
a ~ r = - ¥ - "° - 


解方程组 


(1+〆〉 + 


— arsirnp^brcostp_ Q 

()< P ( l + r 2 )^ # 


( 1 ) 


( 2 ) 


先设 a ，6 不同 时为零•由 （2) 考虑到 r ~0 不足解 （ r — 0, 9 为任意值不满足（】>式），故有 as\n<p^ bcos<p. 于是， 


cos ^ = 


士 fl 


sin<p= 


士 6 


(3) 


Va 2 +b 2 § y/a z +b l 

显见当 c =0 时无斛[因由 （1> 有此 0 岬+知 in 9 =0, 冉由 （3〉 得 a = 6=0 •与 a , 6不同时为零之假定矛盾].当 
时， 


aco 5 a >+6 sinc > 


士 


+ 6 2 


为保证 r >0, 在 cos<p& sin ^ 前取与 c - 致的符号.此时，有 


x = 


y = 


由于这时 


c ( l +3 〆 ） 


cr 2 


(l + r 2 〉 士’ 


4=0 及 




> 0 . 


故当 (: >0时4<0,函数 Z 在点 d ) 取得极大值 z = vV +6 2 + C 2 •当 C <0 时厶>0,函数2在点 
(+，+)取得极小值2 = — w + y+d 

下设 a = 6=0. 由假定 d + M + c 2 关0知 C 关 0. 此时解方程组 （1),(2) 得 r =0,^> 任意；即 x =0, : y=0 •由 
于这时 : ， 故显然知：当 r>0 时， z 在点 （0,0) 取极大值 z = c ; 当 c<0 时在点 （0 ,0) 取极小 

值 z = c. 

综合上述结果，得结 论:若 c >0, 则 z 在点取极大值 2 概大= VV + y + c 2 ;若 < r <0 •则 z 在点 
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) 取极小值 4小=一 vV +^+ c : 2 ;若<:=0( 由假定，这时 a 2 +6 2 关 0)，则2无 极值. 


注此题也可不作变量代換 x = rcos < p , y = rs ' m<p (极坐标），而直接在直角坐标 x ，; y 下进行讨论 ，即斛 
方程组 _ = 0. _ = 0并计算之值.但此法计算较繁，没有用极坐标簡单 • 


【 3631 】 2= 1 — -/x 2 +y - 

提示注意点 （0,0) 为偏导数无意义的点，但当 （ x ,： y ) 关 （0,0) 时，恒有 z <\. 
dz x dz y 


解 


dx 


• 2 - i-y d y x / irF ， 

点 < 0 , 0 > 为偏导数无意义的点.当 Cr ，： y ) 彡 （ 0 , 0 ) 时 ， Z < 1 ， 故 H0 , 0 ) = 1 为极大值. 
[3632] z=e 2,+3 M8x 2 -6j ： y-|-3y). 

= 2 e z, + *， （ 8 / 一 6j：y 十3：/ + 8 工 一 3： y ) = 0, 

解解方程组 

= 3e ,x+,, (8x 2 -6jy+3y*-2x-f2y) = 0 

w 临界点 p 0 ( o,om & (一 +，-+)• 


0 = 4 e * x ， Sjr (8 x 2 -6 xy +3 y + 16 x -6^4-4), 0 


f ' + Sy ( 8 : r 2 — 60 ^ 十 3： y 2 — 4 x 十 4 ：y 十 + )， 


d l 


Bxdy 


6e 2xf3 ^(8x 2 - 6xy4-3y 2 -f6x-y-l). 


在点 PotA =16, B =-6 f C =6 及 AC — /3 2 =60>0, 故喊数 z 取得极小值 z(/V = 0 i 在点 A , A =14 e _ 
B =-9 e -2 * C =~|" e _* 及 AC — H = —60亡-，<0,故尤 极值. 


[36331 z 


解解方程组 


得临界点 Fo<lt-2). 


(5-2 j * 十: y ). 


3 z 

Sx 

3z 

15； 


«2 e " 2 ->(5 x -2 x 2 4- j ^- l ) = 0, 
= c z *-，（2 or — y —4) = 0 


d^z 

3x 2 


(10x 2 -4x 3 -f 6x+y+5) f 

= 2e x2 ， （ 2x z -xy-\x^\). 



0=^-, ( 3-2 x +>), 

在点 P 。， A =- 2e \ B = 2e \ C =— e 3 及 AC — B 2 =—2 e *<0, 故无极值. 
【 3634 】 z = (5 x 4 - 7y- 25> e —，* ♦”♦，*》• 

解解 方程组 

dx 


0, 




|^ = 7 e •(’十 W， 一 (5 工 +7 厂 25〉(a：+2：y)e-d W> =0. 

(1)父7-(2)父5,消去因子^ < ^ 2+ 々 4 ^ > ，得 

3(5 x +7 y -25)(3 x - y ) = 0. 

以 5ar+7：y-25 = 0 代入（1>,(2),显然矛盾，故必有51+77 — 25关0,从而: y =3 x •代人 （1) ，得 

26 x 2 -25 x-l = 0 t 


( 1 ) 


( 2 ) 


解得临界点心（1,3)及 Pi ( —垚，-磊) • 在点 Pc ’ 


A 


= zl ( Fo ) = Cz ：( ar ,3)]；| i _ I ={ e -^ + ^ > [5-(5 x -4)(2 x +3)]} / x |_ 
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= [ e - < x 2+3 x +9) ] / | x _ i [5-(5 x -4)(2 x +3)] j ^ i +[ e - < ^^ 9, ]|^ i [5-(5 x -4)(2 x +3 )] / | x _ i 

= -27e~ 13 . 

同法可求得 

B = Z ^( P 0 ) = -36 e - 11 , C =2^( P 0 )=-51 e - ,a . 

于是， AC—B 2 = 81 e _ 26 >0, 故函数 z 在点 P。 取得极大值 

Z (P 0 ) = e- ,3 ^2. 26X1CT*. 

同法可得函数 z 在点 P , 取得极小值 

z(Pi) = -26e'^^—25.50. 

【 3635 】 z=x 2 -\-xy-\-y 2 一 4lrur— lOlny. 

dz 


解 解方程组 


Sx 


2x+y- 


0, 


g = x +2 y --^ = 0 
: =1 • r = — 


(x>0, y>0) 


得临界点尸。（1,2)•在点 i^,A = 6, B = l , C = y f AC —玫 =26>0, 故函败 z 在点 P 。 取得极小值 

z ( P 0 ) = 7-10 ln 2^0. 0685. 



==cosx 一 sin(or 一 = 0, 


【 3636 】 c = .sinj-4*cosy+cos(x—>») 

广 

解解方程组 1 

~= —siny+sin(j-—y) = 0. 

(1) + (2),cosx-sin^. 由于 i •: y 均为锐角，故有 广号一工， 代入⑴，得 

cosj— sin(2x — ) = cos j- f- cos2x2cos -yc 
但是 cosf#0, 故 cos ¥ = 0 .从而将临界点山于 

= — sinj —cos(j —>») » — — cosy—cos(x—>»), j^- = cos(jr~-y) 

故在点 Po.WA=-V3. B=^, C=-V3. AC-B* = y>0. 

于是，函数 z 在点 F。 取得极大值 4/^) = jVJ. 


(1) 

( 2 ) 


y =0 . 


[36371 z= 


解解方程组 


( O ^ x^Ki 

|j = sin^sinC 2 工 + _y ) = 0 

dz 


<dy 


=siarsin(:r+2y) = 0. 


(1) 


( 2 ) 


由 （1) 及 （2) 可得下列四个方 程组： 


IV ： 


f sin(2x+y) = 0t 


l sin(x+2>r) =0. 


Jsinj = 0 f I siar = 0t f sin^ = 0t 

lsin_y = 0. ： I sin(2x+.y) =0. i sin(x+2，) =0. 

考虑到 0<_ r <7 r ; 0<： y < it ， 于是得原方程组 （1) 与 （2) 的六个解 

Fi (0,0), P 2 (0, jc ), P 3 ( ir ,0 ) f P ‘（ ic ， ir )， Fs ( y . y ). F .( y . y ). 

由于所考虑的区域是闭正方形 0< x < k ; 0<；/<心故点 P ,, P 2 , P 3, P , 都是此区域的边界点.因此， Puh ， 
P 3. P 4 不是函数2达极值的点（根据极值的定义，首先要求函数在所考虑的点的某邻域中有定 义). 由于 
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= 2 sir\ycos( 2 x+y} 


= sin 2 (x+^) 


zL sZsinxcosCjr+Z^y). 


在点 Ps 有 


AC - B Z = C - 


=(-#〉(- yj >- ( D、o 


且4=一# <0 ,故函数之在点 Ps 取得极大值以/ > s ) = ¥ ; 在点 P 6 有 AC - B z = ( V 3 ) CV 3 ) - (^ ) 2 > 0 


且 A = W >0, 故函数 z 在点 P , 取得极小值 z ( P 6 ) = -^. 

【 3638 】 z = jt— 2y+ln \/+ y 2 +3arctan 


解解方程组 


得临界点 Po ( l ， l ). 


r . 


= ,_ f ? T 7~ P +7 =0 


铲一 2 十 


^4?十; 


3x 


+y 


d 2 Z 

5? 


x 2 +6 xy+y 

( x 2 + y 2 ) 2 




^6 xy — y 2 

( x z + y z y 


-3 X 2 


3 x 3 y 


-2 xy +3 y 


在点尸。有 A = f ,/3=—言 ， C : 
【 3639 】 z = x>*ln(x l +y ! ). 

解解方程组 


及 AC - B 2 


<0,故无极值. 


dz 

dx 

Sz 


yMx 2 + y 2 > 十 ? , ^?=0 


x-+y 

2xy 2 


0. 


—= xln ( x 2 +y ) + 

将 （1> 式乘以: r 减去 （2> 式乘以: y, 得 ^^ F (x 2 + y> = 0. 

于是，: r = 0, : y = 0, T = 一: y 为四组解，对应地得临界点 

P .(0,1), P 2 (0, —1>, P 3 (1,0>, F . C - l . O ), 

Wif ， 去)上( _ 太，"■太 )， P ，(去•-去 ) SP 8 (- 太，太). 


代人顷式，不难看出，函数 Z 在点 P ,、 P 2 、 P 3 及厂 均无极值（邻域 内函数 值可正可负）.由于 

2xy(3x 2 +y 2 ) 

Cr 2 +/) 2 , 


a 2 z _2 jy ( j 2 4-3 y 2 ) 
dx 2 ~ ( x 2 + y >* 


3 y 2 


i n ( x *+ y)+ 2(J：44V 


dxdy …一 •，…（1 2 +) 2 ) 1 . 
在点 P 5 及 ,A = 2， B =0, C =2 及 AC — B 2 =4>0, 故函数 r 在点 P s 及巧取得极小值 

z ( P $) = «( P 6 ) = — ^ 0. 184. 

在点 h 及 &, A =—2 ,B = 0, C =_2 及 AC _ B 2 =4>0 •故函数 r 在点 P 7 及 P 8 取极大值 


z(P 7 )= 2 (Pa) = ^ ^ 0. 184. 


【 3640 】 z=x+,y+4 sinxsiny. 


dz 

dx 

dz 


= l + 4 cosjsin 3 f =0, 

解解方程组 

~= 1 + 4 si arcosy =0. 
(2) — （1) 得 sin ( jr—：y ) = 0, 故 x ~ y=wicj 
(2) + (1) 得 sin (: r +： y > = -~| •，故文+尸邮一（一1) •含. 
于是，得临界点 P。 （: r。，y。）， 其中 


( 1 ) 


( 2 ) 


( 1 ) 


( 2 ) 





x 0 = c-iy 


yo = (- D , 


y ^ + (m + n ) 了， 


一、 JL 


(m,M = 0, 士 1, 士2,…） 


12 


(m —n) 


在点 Po , 有 

AC — B 2 =( — 4sirir 0 s \ ny 0 )( — 4sinx 0 siny 0 ) — (4cosx 0 cosy 0 ) 2 

siny 0 — cosx 0 cos^o ) (siiLr 0 siny 0 4 - cosx 0 cosy 。 ) = — 1 6cos(jt 0 + yo ) cos(x 0 — jo ) 


= 一 16 cos [ m 7 t - ( 一 1 )■ +] cosrm = -16(-1 )_+_cos 

0 o 

当⑺及 n 有相同的奇偶性时， m + n 为偶数， AC — B 2 <0 故无极值；当 m 及”有不同的奇偶性时， m + W 为奇 
数， AC — B 2 >0, 故有极值，看 A 的符号决定取得极大值还是极小值.由于 

(- l )- cos -|--(- l )- 

故当 m 为奇数及;I为偶数时， A<0, 取得极 大值； 当 m 为偶数及 n 为奇数时, A>0, 取得极小值.极值为 



A = — 4 sinxosiny 0 = 2[cos(x 0 + ) ~ cos(x 0 ~yo )3 = 2 | 


以工 。 ,> )=mn+( j+VJ) (一 1 )_♦•+2( 一 1 )■• 

【 3641 】 z=(:r l +y)e，(〜》. 

|| = 2xe <i2 ^ > (l-x*-y)=0, 

解解方程组 ^ T 

— = 2ye- u * + ^ > (l-x l -y)=0 

得临界点尸。（0,0>及 PU。，％〉， 其中 

在点 P。 有 z = 0, 而当关 （0,0) 时 z>0, 故函数 z 在点 P。 取得极小值 *-0. 

由1437题知，在满足 d+：y5 = l 的点 （x。，％〉 的邻域内，不论是 x l +y>l 还是 P+yCl， 均有 

z(x,y) = (x* +y* )〆+>*， <e->. 

但是点（: To,：y。） 的邻域内总有 P+y =1的点 （x，：y), 因此，函数 z 在点（: r。 •:X。）取得弱极大值 
【 3642 】 u = I* + y 2 + z 2 + 2:r + — 6z. 

解 da=2(x-hl)dx + 2( < y+2)d3r»-2(z-3)dz. 

令 |^ = 2(x4-l)=0, |^ = 2(>+2)=0, |^ = 2(z-3) = 0, 

得临界点心（一1，一2,3).在该点由于 

d 2 «=2(dx 2 +dy ^dz 2 )^ (当 dr 2 十 d/+dz 2 关0时）， 

故函数 M 在点 P。 取得极小值 u(P 0 ) = -14. 

【 3643 】 u = x 3 +/ +z 2 -♦- 12xy-h2z. 

解 du=(3x 2 -hl2y)dx+(2y-hl2x)dy-h(2z-h2)dz. 


令 


9 u 


3:r 2 十 12：y=0, 



du 

Tz 


= 2 z +2 = 0. 


得临界点 P 0 ( O , O ，一 1)及巧（24, 一 144, 一 IX 

d 2 w=6xdx 2 +2dy 2 +2以 +24cLrcl;y. 


在点 Po , 有 


d 2 u=2dy 2 +2dz 2 +24cLrdy=2d2 2 +2dy(d>+12dx) f 

当 dz=0, dy〉0 及 d ： y+12cl:r<0 时， d 2 u<0; 而当 cLr 、 d：y 及 dz 均大于零时， d 2 “>0. 因此 ，d z “ 的符号不定, 
故无极值. . 

在点 h ，有 

d 2 u= 144<Lr 2 4-2dy 2 +2<1^ +24<Lrdy= (12cbr+d>r) 2 +dy 2 + 2dz 2 >0 (dr 2 +d/ +dz 2 关 0) ， 

故函数 《 在点 P, 取得极小值 u(F 1 ) = -6913, 
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【 3644 】 u = + —-f — 

4x y z 

解 dM= ( i ~£ ? ) dx+ (^~ 


( x >0, y >0 9 z >0). 

分 O 令 IHl 
1 -合 =0, 

■垚-爹 =0， 


=¥=0, 得方程组 


解之得临界点尸。(+，1.1). 


d 2 “ =^dr 2 -^djrdy-b + )dy - jf dydz+(y + pr )d« z . 

在点 P 。， 有 

d 2 w =4 dr * — AcLrdy 十 3 dy — 4 dydz +6 dz ’ =(2 dLc — dy) t 十 dy 2 十 （ d_y — 2 dz > 2 +2 dz 2 >0 

( dx 2 + dy 2 + dz 2 ^0 ) 

故函数 M 在点 P 。 取得极小值 *^^) = 4. 

(3645] u^xy 2 z 3 (a-x-2y-3z) (a>0). 


du du du 
— = — =— 

Sx 3y dz 



0,得方程组 


y 1 z J (a — 2x—2y—Zz) = 0^ 

< 2xyz l (a — x — 3 y — 3 z ) = 0 1 
3xy z z 2 (a-x-2y-4z) = 0. 

解之得临界点直线 X =0. 2： y +32：= 以平面 ： y =0, 平面 r =0. 

同 3625 ® 的方法，不难确定 ：直线 i = 0, 2 y +3 z = a 及平面 z = 0 上的点不取得极值 .;y 
xz 3 (a — x ~3*)>0 取得弱极小值 “=-0* 当 xV (a — x — 3«)<0取得弱极大值 m = 0» 当 xz 3 Ca — j 
不取得极值. 

在点 Po •有 

d z u = — ^-( cLr 2 +3 d , y 2 - f - Gdr 2 4-2 dxd >»4-6 d > d 2+3 cLrdz ) 

=—^7[(cLr+2dy+3dz) 2 +dx 2 +2dy +3dz 2 ]<C0 (cLr J +d> 2 +dz z 7^0) • 
故函数 《 在点 P 。 取得极大值 u ( P 0 ) = y . 


= 0 时，当 
-3 z )=0 


[3646] 


„=今+匕+ * + ■ y ( jr >0, y >0, z >0, a >0,6>0). 


解 如 = ( 7 _ 7 )心+(¥ 一 7 ) 办 +( 宇一.令諄= 


g = g =。， 得方程组 


2 x a 2 n 

7 一？ =0 , 
^-4= o , 

2 z y 2 A 

y -^ =0 - 


解之得临界点 p 0 (-|- +)+ w ) • 
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d 2 u =^d:r + 音 dx 2 — 梦 dzd ： y+|dy + 学 dy — 餐 dydz+jck 2 + 字 dz 2 

= 爭 dP + + ( ir _ y dy ) * + 香 (d ： y -予 dz ) 2 +1 d z 2 . 

在点 P 。， 0：>0,3»>0,2：>0,/«>0(<11： 2 +(1/+(^ 2 关0),故函数《在点尸。取得极小值 

u ( Pi > 〉 =1 ?7 i £. 

【 3647 】 m = sinx+ siny + sin 之一 sin(x+y + «) (O^x^ni O^z^ir). 

解 dM = Ccosx —cos(x+y+?) ]dj+[cos> — cos( j+y+z)]]dy+[cosz — cos(x+y+z)]dz. 

今 £h=£h=£h 
^ dx dy dz 

Icosz —cos(x+y+z) =0. 


osx - cos (: r+y+z) = 0, 
cosy— cos(x+>f+ z> = 0 ， 


注意到 0< i < ir ;0<： y <7 n 0< z < ii , 解之得临界点尸。(0,0,0),广（^)及 Pz ( n ^ 9 n ). 

在点厂，有 

d 2 M = — sirurdx 2 — sinydy 2 — sinzdz 2 +sin( j ： +>»+z)[d( ： E+y+z )] 2 
=• — dx 1 — dy — dr 2 — (cLr + d < y 4- dz ) 2 <0. 

故函数 u 在点 h 取得极大值 〆 A ) = 4. 

由于 p 。 与 P , 是所考虑区域 0< x < ir »0<; y <7 r :0< r < ir 的边界点，故函数在点 P 。 与朽不达极值（根 
据极值定义，首先要求函数在所考虑的点的某邻域中冇定义）.但如果放宽要求•对于边界点，仅将其函数值 
与 M 于所考虑的区域而与此边界点很接近的点的函数值相比较，則在边界点也可引人达极值和达弱极值的 
槪念.今对于点 P 。 及 P : 的邻域中且 W 于上述区域的点（: r ,： y , Z >, a 然有 sinx >0, siny ^ O . sir «>0 .又 

sin (x+ y-\~z) = sinjrcos,ycos2：— sirursin3>sinz+cosj ： sin3»cosr+cosxcos^sini 

^siar-hsin^-f-sinz— sinxsin.ysinz, 

故 .而当 1=：/=0 时或:时都恒有 u = 0 . 因此，函数 《 在点 P 。 及 P 2 都达到弱极小值 u ( P 0 ) = 
u ( P 2 )=0( 按上述边界点达极值的意义）. 

【3648】 M=:r |t 2 ^ … xZ(l — 《ti — 2jt: — …一 n:r.) (j：. >0 ， j 2 〉 0 , …， ：讎〉。). 

解先考虑满足 1 一 xi —2 xi —…一 nr , =0, xi >0, xz >0, — ,^,,>0的点 （a ， x 2 ，…，〉•显然函数 m 
在这种点不达到极值（因为，例如，若保持 々•々••••• A 不变，而将 A 增大任意小的值•就有 M <0 , 但将々 


减小任意小的值，则有 u 〉0>, 故下面只黹考察满足1 一 关 0， x ,>0, 的点 （ A , a ,•••,：!：«) 


我们有 


dtt=M § 7^ T § kdXk=u [t<(^r 


一 4 

鼸 

考虑到而 >0 及 1 一; 2 祥0,故有“关0•解方程组 


- 2^ 




工 A 




= 0 (走=1,2, •",/!) 


得临界点 p 0 ( x ! 9 x 2 ，…， a ) ，其中 ： ri =々=… = = 


d 2 u = 


雄-女* 


du 


§(—AH 


f 1 一 IH 


( S ^)(~§^) 
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在点 P 。， 有 
d 2 «=-」 


• 2 m 

4 = 1 \ A-l / 

， 


“( p 0 ) =( 


^0 


2] kdji 4 - / 2^ djr * 

廉 =1 \ A-l 


ri 

<0(20), 


故函数 u 在点 P 。 取得极大值 


n 2 +U + 2 


/♦爾十？ 

厂. 


【 3649 】 “ 二力+公 + 丑十 … + i + A ( Xi>0t l= l,2, …， n ). 


OC\ Xz 


解题思路令 


y\ = 工 1 • 力 =¥,"•, % =i^ •…，％ = 


工1 




則 x m = yiy 2 … y ■，且 m = y + % + … + % + y , y 2 ~y 

/^(2土，2由，."，2由），且在/^点处•函教 ii 取得极小 


，并记 A = ： y ,： y 2 …: y ，. 用微分法可得临界点为 


解设 yi =工1 ，於 


Xk …0^ = 1^•則 A = yi 力…火 • yk >0 (是=1，2,…， n )， 且 




yi 


+ y 3 H -^麟 + 


yiyz^yn 


记 A =…％，则可得 


du = 




令 g = o 得方程组 1 一 6 =ou 


在点 P 。， 有 


2,…， n >. 解之得临界点/ V %，: y 2 , •",%>,其中 


y\=yi 


% 


= 2 士 =y 0 . 


d z u 




.•心 


yo 


2 d ^* + ( 2 d ^») 
身 -i \砉，1 / 


W% 

>0 (2以关0) 


故函数 II 在 P 。 点取得极小值，也即在 

Xi = y x =2土 • 

xt=yzx x =2?ri f 


Xk = y^k 


-i = 2 m 曹 


i_ = y_i_+i = 2 土 

处，函数 u 取得极小值 u = ( n + l )2； iT . 

136501 惠更 斯问题.在 a 和6二正数间插人 n 个败 A , a : 2 ，…，^，使分数 

• — X] X 2 —X. 


(a + xi )(xi+x 2 ) ### (x ii +6) 

的值 最大. 

解題思路 令 w = 丄及 yi =— 及讲=«2 + *^■，则 

u X \ x 2 x m A 

iv=m(\+yx )(l + >»? ) — (l+.y-). 

从而，问題转化为求*数 w 的极小值.用微分法可知数 a , a ，: r z ，…，,6构成有公比的等比數列 
时，函数 M 取得最大值+6+ ) ( " +1> . 
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解记 


(fl+Xl) ( 1+ £i)(i + £i)...(i+A). 


设 ％ — 

•Zl 


=£i 

Xz 


，> = ： T ， 并记 △ = ，则有 


y x y 2 ^^ y a 


又记 w = a + f , 则有 


比 = («2 + ^~)( 1 +力）（ 1 +力）."（ 1 + 30 . 

a - 2 ± ^= w § 


令 g - 


得方程 u = l ,2, …，; 2) .解之得临界点 P 。 （: y ,，％ ，…， > o , 其中 


= yz 


、 = ( i ■广， 。. 


在点 P 。， 有 
d 2 




p o 


§ d ( rf ^)(?) L . p / w §?[ d (^)] 

- s 卜.臨 


W(Po) 


_ w ( Pp ) yi H 2_._ 






X^(Po> 

: yo(l + 外 ） 2 


2^ + ( 2 d >) 

\ i-i / 


卜尸 0 

n 

> 0(2 dyl^o). 


故函数 w 在点 P 。 取得极小值.从而，函数《在 


= = ^ ayo n =af 0 x yo n =ay 0 . 

八 yo a 

X 2 =X\ y\ =ayl t 

Jc 3 =J ： ty2=ayl, 


[j- = 士 = -^ayo ^ayl^'yo' = ay m 0 9 

即数 a , X | 9 jc 2 ,••• , x B ， 〜构成有公比: Vo = 的等比数列时•其值最大•并且 W 的最大值为 

= ( a 土 +6山〉•<•+» 


ad+yo ) 1 

求变■: T 和^的隐函数 Z 的 极值： 


I3651J j: 2 +y z +z 2 -2x+2y-Az- 10-0. 

提示 一般地，对于隐函数 z = s :( x ，： y ) 求极值用微分法较好，如本題及 3652 題及 3653 題. 

解 微分得 

(x — l)dr 十 (y + Ddjf + Cz - 2) dz =0. 

显见，当1=1，3»= — 1 ，时， 82 ：= 0 .代入原方程可解得 z = 6 及 z =_ 2 .又 z = 2 时为不可微的.为判断极值， 
求二阶微分，得 

d^+dy + U — 2) d z 2 + d2 2 =0. 

以 jt =1， y = — l 9 2： = 6•代人，并考虑 dr =0, 得 


d 2 z= - 十 (dr 2 +d ： y 2 )<0 (Ar 2 +dy^0) f 




故当 >2 ： =1 ， 7=_1 时，隐函数 e ： 取得极大值 z = 6 .同法可判断 得：当 1=1， ： y=— 1时，隐函数2：也取得极小 
值，且其值为*=一2. 

不难看出 ， r = 2 是球的切平面平行于0 2 轴的地方，因此，函数 z 不取得极值. 

【 3652 】？ + ： y 2 + z 2 -xz-yz-\-2x+2y+Zz-2 = 0. 

解微分一次，得 

(2 x - z - f 2)< Lr +(2 y - z - h 2) dy +(2 z - a ：->- h 2) dz =0. 

解 方程组 

2:r—z+2=0 ， 

- 2 y — z +2=0. 

x 2 +y l +^-xz-yz+2x-\-2y+2z-2 = 0 
得 

x\ =yi = — (3+>/6 ), zi = — (4 + 2^6 ) I x z = y 2 = —(3—^/6 ), z 2 =2^—4. 

再微分一次，并注意到如=0,即得 

2以+2(^ 十 （2 z _ j ■—>+2)(^ = 0. 

在点 （ A ，％ A ), d 2 z = + ( dr * 十 dz 2 )〉0, 故当 :r = ： y=-(3+W) 时，取得极小值 z=-(4 + 276). 同法可 

v 6 

知，当 x= ： y= — (3 — #) 时，取得极大值 z=2# — 4. 

对于 dz 的系败 h — o ■ — : y +2 = 0 时代表的悄况，与上賊类似也不取得极值. 

(3653] (分+/+¥)*= 〆（/ +y — z *). 

解微分一次，得 

2(x 2 + 3 » ? + Z 2 ) ( xdx 4- ydy + zdz ) = a 1 (xdr + — zdz ). 

令 dz = 0, 得方程 

[2(i l +y+* l )-d] (: rd:r + >^y) = 0. 

解之•得 x=y=0 及 /+/ + 〆 = ¥• 

以; r = ： y=0 代人原方程，解得 z=0 .这是隐函数的一个奇点.把联式看作 z 2 的一个方程，舍去增根，可 

解出 

r 2 = - ca 2 + x 2 + y > + 

显然 z 有正负两支在（0,0,0>点相交.因此，不认为 * 在(0,0,0>点取得极值. 

以 X 2 +/+ ^ = _■ 代人原方程，解得 

x*+y 2 =-|-a 2 , « 2 = y. 

为考虑极值，将一次微分式改写为 

[2( x 2 + y + z 2 )- a 2 ]( j { Lr + ydy )4-[2( x 2 + y + z *)+ a 2 ]2 d 2=0. 

将上式再微分一次，注意到扣=0及 p + y + z 2 :#， 即得 

a 2 zd z z= —2(j ： (Lr^hydy) z 9 

故当 x 2 + y =| v ， 时， d ? z < o , 函数 z 取得弱极大值当？+/ = |^ 2 , z = -^ ^时， 

屮2：>0,函数 z 取得弱极小值 2：= — ；^. 

2 V 2 

求下列函数的条件极 值点： 

【3654】 z=xy f 若 x + y = l . 
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提示如将 z = x _ y 改写为 zt = j :(〗一: r )， 则转化为普通的极值问题 
解设 F( ； r, ： y)=x ： y+A(x+ ： y—1). 解方程组 

dF 

dF 


= ： y+A = 0, 


= j ：+A = 0, 


x + y = 


得 x = y=-A = Y ， ••由于当 JT — 士 oc 时，: y — Too , 故 zsjry - — oo . 从而得 知：点 x = y , y = Y 为条 


件极值点，且+为极大值. 


如将 z = : r ： y 改写为 z =： y ( l _： y >， 则成为普通极值.易知极人值点为从而，0：= 


T 


[36551 2 =子 + 言•，若/+：/ = 1. 

解设 FU ,： y)=f + f + K * r 2 +y —1). 解方程组 

|^=丄十2以= 0, 
ox a 

^ = ± + 2 Ay =0, 


x 2 + y = 


可得 




其中 c * sgna 6^0. 相应地，2：= + 


2 \ ab \ 


Va 2 ^ r ^ 

ab 


平 




Va z + b l 




y / a l ^ b l 


由于函数 z 在闭圆周 /+ y « i 上连续且不为常数，故必 取得圾 大值和最小值，并且敁大值与烺小值 
不相等.这里可疑点仅两个. 

be 


因此，当0：» — 




y = 


Va 2 ^ b 2 


时，函数值必为最小值，从而是极小值；当: r = 


y= 


Va z + 6 2 y/a 2 +b 2 


时， 为最 大值，从而是极大值 


【 3656 】 z = : r 2 +y ,若 


解设 F (: r ,： y )=: r 2 +： y 2 +A (子+子一1)•解方程组 


dF 

di 

dF 

Ty 


2x+—A=0 


= 2y+— A=0 


可得 

由于当 
ab z _ a z b 


2 a 2 A 2 


af / 


a l b 


A= 一？ TF, x_ Z+^ f y ~^¥b 19 

时，： T —+00, 故函数 2 :必在有限处取得最小值.这里可疑点仅一个.因此，当 

l Z b Z 


时，函数2：取得极小值 z = 


+6 2 


阶微分判别，則易从 d 2 2 = 2(dx 2 +dy )>0( 不论 dz,d：y 之间有何约束条件，此式恒成 
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立）可知 z = 


b 2 


a 2 ^ rb 2 


为极小值. 


136571 z = Ax 2 + 2 Bxy + Cy l ，若 i 2 + ： y 2 = 1. 

解设 Fix , y ) = Ax l 十 2B ： r ： y+Cy — A(〆 +/ — 1). 解方程组 

9 F 


dx 

dF 


= 2[(A-A)x+By] = 0 


= 2[ Bi +( C — A ) y ] = 0 


由 i 2 +/ = l 知 


r 2 + y =1 

，: y 不全为零，故 A 必须满足方程 


(1) 

( 2 ) 

(3) 


A 2 — （ A + C ) A + ( AC - B 2 )=0. 


(4) 


A-X B 
.B C - A . 

当 （A — C ) 2 +4 B 2 =0 时，所研究的函数为常数，当（/\一0 2 +4妒关 0 时，方程（4>有两个不等的实根，记为 
Ai WA2 ( A ,> A 2 ). 由方程组（1)、(2)、(3)可解出 


^1.2 




士 a - c ) 


v ^+ a - c ) 2 
±( A 2 ~ C ) 
yB 2 -f ( a 2 - o 2 


九 2 一士 ㈣ 


• V 3 •屬 = 


7 B 2 + ( Ai - A ) 2 
±( A Z — A ) 
VB ^ Uz - A ) 2 


相应地，有 
由 （ 1 )、（ 2 ) 可解得 
故得 

冋理可得 


zCxi )= Ax ? + 2 Bxiyi + Cy { = ( Ax , + Byi)xi +( Bx , + Cy x ) y x . 

A^i+Byi =A|Xi t Bx x +Cy x =Xiyi ， 
z<xi .yi)=Aix?+Aiyi ^Ai (xf+y?) = Ai. 
zix t ，力〉 =Ai ， r(xj t>j) = 1>4 ) = A 2 . 

由于函数 z 在单位球面上连续且不为常数，故必取得最大值和 J 5 小值，并且最大值和最小值不相等.这 
里可疑点仅四个 ，（ x . ，2,3,4) •而 a z(xi • y i )= i z ( T i , y t )= X t * z ( x 3 . y 3 ) = z ( j- 4 tyi )= X 2 . 于是•当 
x = x ,. 2 , 3 /=：^ .:时，函数 2 取得最大值 *=4! ，因而也是极大值；当 1 = 0 ^，：时，函数 Z 取得最小值 z 
= A 2 , 因而也是极小值. 

【3658】 z = cos 2 : r + cos 2 ： y ， 若 x — 




dF 

dx 

3 F 


—sin2:+A = 0 


= -sin2y-A = 0, 


y = 


可得 


Xi = 


kn 

了 ’ > 



(4 = 0, 士 1, 土2, 


相应地，当 a 为偶数时, d + i ; 当&为奇数时 • d _ j . 

由于所给连续函数 2 必在任意有限区域内取得最大值和最小值，而且 2 又是关于: r 、： y 的周期（周期为 
JT ) 函数，故当 A 为偶数时，函数 Z 在点 （ or *,： y *> 取得最大值 2 = 1 +^：,从而是极大值；当 A 为奇数时，函数 Z 


在点 ( A ，％) 取得最小值 Z = 1 — j ， 从而是极小值. 


[3659] 一 2： y +2 z ：, 若 y + y + dsl . 

解设 F ( x , y f2 )= x - 2y + 2 Z + A ( x 2 +y + r 2 - l ). 解方程组 
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云 =1 + 2 A :=0, 


可得 

相应地， u =±3. 


g =_ 2+ 2 A ^0. 


dF 


= 2十 2 Az =0, 


dz 

X 1 +y 2 +2 2 = 



由于所给函数在闭球面上连续且不为常数，故必取得最大值及最小值，并且最大值与最小值不相等.这 


里可疑点仅两个，于是，当： j 时，函数《取得最大值《 = 3,因而也是极 大值； 当 

^-- y . y = y . z = — *| ■时，函数“取得最小值 “ = 一3,因而也是极 小值. 

【3660】 若 j ：+： y +2 = a ( m >0,7 i >0, p >0, a >0) •. 

解题思路本题应加上条件 :r>0, ： y>0, Z >0 .令 

n;=lnu=mlar+nln>»4- /»lnz, F{x%y,z) r =xv — a). 


注意到连续函数 IX ； 定义在平面 j ： + ： y 十 Z = 于第一卦限内的部分，当点趋于边界上的点时，显然有边―一 
oo . 因此，函数 II ；在区城内取得最大值.再注意到可疑点仅一个，从而，问題可获解. 

解设 w;=lnM = mlar +? ilny + plnz » F ( xfyt 2) = u ;—— a ). 解方程组 

A 




、: r+y 十 


可得 


相应地，心 


+ n +p 


(«+»+，> 


P p 


(m+”+/0 




+ n + />’ 



连续函数從定义在平面 x + ： y+z = a 于第-卦限内的部分，边界由三条直线 


x+y=a 9 (y+z = a 9 

z=0 9 lar = 0 f 


z+x=a, 

y=0 


组成.当点尸趋于边界上的点时，显然有 UT — — OO . W 此•闲数 U ； 在区域内取得最大值•由于可疑点仅一个, 
故当 


+ fl 一夕， 


y : 




+ - p J 


+户 


时，函数 u 取得最大值因而也是极大值. 

【3661】 1 / = ¥+/十2 2 ，若多 + # + ^=1 ( a >6> c >0). 

解设(多+多+ $—1)•解方程组 


* 作者注:应加上条件1>0 0»>0^；>0. 





十 + 表) = 。， 

g = M 1+ f ) = 。， 


dF 

al 


2z(l + 弄卜 0, 

S + J = 1 


可得 


相应地，有 


>= = 士泛， y=z=0 ； x=z=0, 夕 = 士 6; j=y = 0 f z= 士 f. 


“( 士 a ，0,0) = a z t M (0， db 6,0)=6 1 ， ii (0,0 •士 cO = d 
由于 a >6> r ：>0, 故连续函数 M 在点（士 a ,0,0) 取得最大值 a 2 , 因而也是极 大值； 在点 （0,0, 士 c )= c 2 取得最 
小值 c 2 , 因而也是极小值. 

在点 (0 •士6,0)处，对应的 A =— 6 2 ,且 

d*F-2(1+ 含 ) dr*+2(l+ 表 ) dy+2(l+^)dz*=2(l - 备 ) dr*+2(1 - 蚤 ) <!**• 

把工,2 a 作自变量，: y 看成由条件 + + = l 确定的: T 和: T 的函数.在点 （0, 士 6,0>,有 d 2 “》 d 2 F , 而 


b 2 


1 一>>0, 1 — ><0•因此, d 2 u 的符号不定，从而，函数 li 在点 (0, 士6,0>不取得极值. 


【3662】 “ = ：ry * 3 •若 ^+2>»+3«=-^- ( x >0, y >0.*>0, a >0). 

提示 类似 3660 題的 讨论. 

解设 u ;= ln “ = ln * r +21 ny +3 lnz ， F (: r ， y ， z ) = u ；— + ( i +2 y +3 z — a ). 解方程组 



可得 x=y=z=f. 

类似3660题的讨论可知，函数 M i ： r =： y = Z =~| •时取得极大值《= ( f )\ 


【3663】 a ^ xyz ， 若 j : 2 +/ + z 2 = 1， i +》+ z =0. 

解设 F (: r ， y ， z )=: ry 2+ A ( a : 2 + y + r 2 — l )+"( a > + < y +2：). 解方程组 


3 F 


dx 

OF 


yz ^2 Xx+/i = 0 


• z +2 Ay +/ i =0 


3 y 

^ = xy-^-2Xz-hfx=0 

x 2 +y +Z 2 = 1 ， 

: r+y 十 z=0. 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 


(1)-(2)，（2)-(3〉，得 



J ( x —: y )(2 A — 2) = 0, 
\{y-z)(2X-J：y = 0. 

由 （6), 若 x —: y =0, 代人 （5) 得 z =_2 i 再代人 (4)， 解得临界点 

Pi (★，*，-;!)和 p d ， i ). 
如果0；—: y ^ O , 则 Z = 2 A . 由（7)，若: y _ z =0, 类似上面解法可解得临界点 

若关0,则工 =2 A ， 故0：= 2 ,类似上面解法又可得临界点 


(7) 


Oi ) * p 人一 kkS . 


相应地，有 


«(P l ) = M(P 3 )=li(P5) = - 


l 

3>/6 ' 


u ( P 2 ) = u ( P 4 ) = u ( P fi 




类似前面各题的讨论可知，函数 u 在点及朽取得极小值“=一 


m 

3^6 


在点 P 2 ，厂及 取得极大值 


泰 

3>/6" 

【3664】 MSsinxsiiyysirvr ， 若 x 4-_ y 4-«=- j - ( x >0， y >0， z 〉0>. 

提示仿3660題及其讨论. 

解由 J ： + y + z = •^及 jr 〉0， y 〉0， z >0 不难傅出 0- Cr <~|~，0< y <~|~，0< z <- 
设 VJ ^ lna = lnsinx + Insiny + lnsinzt F ( xt > tr ) ^ tt ^4- A(x + >+z — 解方程组 



coix+A = 0 


coty+A = 0, 


—cotz+A^O 


[ x ^ y ^ z=f 

并注意到点 P (: r ,： y ,2：) 在第一卦限•即得临界点 PoCy .- f -, 
类似3660题的讨论，当点 U ,： y , z ) 趋于平面: r + ： y +* = 


卦限部分的边界时， u _0; 而在边界内 


部 u 〉0. 因此，函数 u 在边界内部取得最大值，故在点 P 。 取得极大值 u ( P 0 ) = -|-. 




ff =2 (i"" A ) x+/icosa=0, 



• |^=2( + -A)z+//cosA = 0, 

x 2 +y+ z 2 =i. 

xcosa + ycosp -\- zcosy = 0 ， 
cos 2 aH - cos 2 ^+ cos 2 y = 1, 

将 （1)、（2)、（3)三式分别乘以 : 1*、3；、 2 然后相加，并注意到（4)、（5)两式，即得 


再将 （1)、（2)、（3> 三式分别乘以 CO so 、 CO #、 COS y , 然后相加，并注意到（5>、（6)两式，即得 


将 （ 8 ) 式代人（1)、(2>、（3),得 


^^ z =0. 


(，- A ): - 

_( 穿- A ) y - C ~^2： 


cosacos/? 


0 f 


cosocosy cos^cosy 

一? ~ 之一 b 2 


妗 (^2— A 卜. 


(1) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

⑺ 


( 8 ) 


(9) 


要含，券，青为方程 组⑼的 非零解，必须有 


1^ — 


\ 一 cosacosp — cosacosy 
cosacosp sm 2 p— b 2 X — cos/fcosy 
cosacosy 一 cosficosy sin 2 y — c z X 


= 0, 


展开 计算得 


卜(穸 +訾+ 竽 W •(鈴 + 諍 + 銨)] =。. 


( 10 ) 


由（7>知 A 尹0,且不难验证 （10) 式在消去 A 后得到的二次方程有两个不等的实根 A 1 <々. 

固定 A = A ,, 代人方程组 (9) ，珂得到关于 & ， >2：) 有一个自由度的一个解系，再代人方程（4)，可得对应 
于 A = Ai 的两个临界点 P , Ux ，: y ,,^〉 和 P : Cr ,, 力， * 2 >•由 （7) 知，对应的 《 i ( P 1 > = «( P ,)- A l . 同理可求得对 
应于 A = A 2 的两个临界点尸3(11 ，《yi •々）和 P « ( •!：<，>»«• ) •且有 u(P s )=u(Pi)=A 2 . 

为满足方程组（1>〜 （5) 的一切解所对应的点.类似前面各题的讨论可知，函数《在点 P , 
及 P 2 取得极小值 At ，而在点 P 3 及 P , 取得极大值 A z . 

【3666】+ «= Cr -6> 2 + (： y -7) 2 + ( r - p 2 , 若 

Ai+By+Cz=0, i z +y+z 2 =K z ,— 


i _ = _2_ = 丄， 

>sa cos 沒 cosy 

中 cos 2 a + cos 2 cos 2 y = 1. 

iK 设 F ( xty , z ) = ( x— ^) 2 4-(>— 17) 2 + ( z — ^) 2 + A ( Ax + B > f + C2 >+^( x 2 +> 2 + z 2 — R 2 )• 


记 $= pcosa 9 7 f = pcosp , ^= pcosy 9 p = V ^ + rf + ^. 解 方程组 




^~ = 2{x—pcosa) J rXA + 2 f xx=0, 

|^ = 2(3»—^€05 戶 ） +AB 十 2；/ y =0， 

^ = 2(2—^057) +AC+ 2 ^z =0 1 

i 2 + y +^= R 2 ， 

Ax + B > f + Cz=Ot 
cos ! a 十 cos 2 #+ cos 2 y = 1. 

将 （1)、（2)、（3> 三式分别乘以 A 、 B 、 C , 然后相加，并注意到 （5〉 式，即得 

- 2 〆 Acosa + Bcos^f Ccosy ) + A ( A : + B 2 + C 2 ) = 0， A = 2 逆节巧9淳 ^ CQS -^ 

再将 （1)、（2)、(3) 三式分别乘以然后相加，并注意到 （4> 式和 （5) 式，即得 

2 (\+ fx ) R 2 = 2 pC xcosa + ycosp + zcosy ). 

又将 （1)、（2)、（3) 三式分别乘以 cosa 、 CO #、 COS >% 然后相加，并注意到 （6) 式，即得 

2(1 +/ i ) ( xcosa +^ cos ^+ zcosy ) = 2 p — A ( Acosa + Bcos 沒 + Ccosy ) 


(7) 


(8) 


= 2p 1 — 

_ 


(Acosq + Bcos /?4 - Ccosy ) 
A l +B l +0 


2 - 

_ • 
■ 


由 （8),(9) 可得 


/I 丄、 2 d 2 丄、， 丄 a 丄 .a 1 Tt (Acosa-f /3cosfl+ Ccosy) : 

(l+ ； i〉K 一 （1 十户 V(arcosa+jcos 戶 + 2 COsy)-〆 1 -- 


^ i_ 丄 p l 、 (Acosa+Bcos/mcosy 厂 

1 十 卩一士 - A ^ B^C - • (10) 

由 （1),(2),(3) 可得 

_2/3COSfl— AA _ 2/ KOS 0 —XP _2 pcosy — XC 

X ~ 2( l +/ i 〉 ， 2(1+//) ， * 2( l +/ i ) • 

把 (7) 式和 （10) 式代人上式，即可得仏（4，力，*丨）和 P 2 ( X 2 ，: y 2 , A ) •其中 P , 对应于 (10) 式取正号，而 P , 对 
皮于 （10) 式取负号.下面求 «|( P,)|P 11 ( 尸 *)• 由⑼、 （10) 可得 


/?+ Ccosy) r 
+ C * • 


( 10 ) 


_ 2/> cos 0 —xa _2 pcosy—XC 
2(1+//) • z 2(1+//) • 


: cosa + ycos ^+ zcosy = 士 K、/l 一 


(A cosa + B cos 5 + Ccosy ): 


于是， 


u ( Pi ) = 


(xi 一 pcosa ) 2 十 （％ —pcospy + (zi —^ ocosy ) 2 
(if + y ? +*?) — 2 ^(xi cosa + y 】 cos 沒 + z , cosy ) +〆 


= J? 2 V~2^ Jl- 


( Acosa+Bcos 


同理可得 «( P 2 卜 P +〆 +2 pR 小- ^ o ^ Bjo ^ Cco ^ 


类似以前各题的讨论可知为最大值为挝小值. 
136671 十…十若»+念 =1 


(a t >0; t = l ， 2, … ， n). 


解 设 F(xi tx 2 »•••» j w ) = x ? +: r 5 + … + j：i + A … + h — l 解方程组 

V a ) a 2 a n ) 

f = 2 x t + — = 0 (1 = 1，2 ，… ， n ) • 

dXi 


5 fr = 


可得临界点巧（^，0： 2 


: w ) ，其中 
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4 ⑽) 


=1，2,…， n ). 


由于 d 2 « = d z F=2 f dx?〉0 (它不受约束条件的限制） • 故当 A = + ( E 含 )—' 时，函数“ 

“儒 ㈣ 

【3668】 u = xf+:rf + … + W (/>>1)，若： ri +： r 2 + …+0^=^! ( a >0). 

解 设 F(x, ，:^，".， 1 _〉= 4+：1^十一+ ： 1 ^+ ) ^( ： 1 ： 1 + 0 ：:+旧 + 0 ： 11 _ 0 ).解方程组 

= pa ： r l + A = 0 ( i . = 1,2•…， n )， 



胃 

E 


x . — a 


得 A 


2•…， m ). 由于 


d 7 F 


P( 

—= 

> 0 


p(p-Dxr* (i=>) 

(«^» 


故当 x f -— (* = 1,2,•",”） 时， 
n 


d 2 F=p(p-l) 2 ( 子广 2 dr?>0 ( 2 dx?^0), 

它不受约束条件的限制，故函数 w 取得极小值 w =^7. 

这里应该指出的是，对于一般的实数应限定右 >0. 

【3669】“ =1 +包 + … + L •若戽 1 1 +必12 + “*+爲1|| = 1 ( a ,>0 t ^>0 i i = l ，2, … ， n : 

II 了 2 In 

解设 FXa ，: r 2 ，…，：1：_)=也+扭~ +… + 么 + 义 ( 戽 0：1 +ft ： t2 + … ■一 1) .解方程组 

又 1 ^2 ^ n 


aF 

3 x t 


—+Xfi M = 0 (i = l ， 2 ， .“ ， n) 




得 


由于 




= VF (§^ 7 ) 


1=1 么…，"）. 


d 2 F =2 2 £ jdrf >0 ( 2 dx ? 关 0), 

• ■I X * .-1 

( S v / o ^7) 1 时，函数 M 取讲极小值 M = ( 2 Va , pj) Z • 

、 i-l 


故当 A 

V ^ ~ 

【3670】 u =■ xi l …••若 A +X2 + … +x_ *cj (“ > 0 ，必 > 1 ， i=l ， 2 ，… ，”）•• 
解 设 w;=*ln “讀公 a . liur ,，* r 2 — w 一- ]- (公工 <_ a ) 5=1 2 ( a . 

• •1 A rf-1 <-l ' 


. _£l 
• A 


程组 


m = ° 

^2 x - = a 


取得极小值 


)+ f •解方 


作者 注：本 题应加条件 ；>0 (!= l ,2 r ”，/ i ). 
-作者注：本题应加条件 A 〉0 (i = l , 2•… . n ). 
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得 


Xi = 


OQi 




+ tt 2 +••• + <» 灣 


(£=1，2,…， n ). 


由于 


d 2 


i = _ 


2 IdxfC 。（ 2 dxJ^O) 


不论 dx , 之间有什么约朿条件恒成立，故函数 w 当 


数《当： r . 


+ a 2 + 


+ Q 2 +…+〜 

时取得极大值 “= ( g — 02 ；-：. +0m r V ' …心 • 


[=1,2,…， n ) 时取得极大值，即函 


m 两 

【3671】若^ ^二 1 ,求二次型“ =(〜 =〜） 的极值 • 


解设 


••)=“一 A ( xf + x|+ … +:rf — 1). 解方程组 

- A ) JT | +<1|2之2+ •••+«〗■: 

j |^ = ati J：i +(a« —A)x,H - \-a Xn . 


= 0 . 


= 0 


( 1 ) 


( 2 ) 


1 dF 

T 3^ =a ^ lXl 


心 + …+ ^ — X ) x m = 0 f 


( n ) 


(n + 1) 


lx?+x|-f*^+xj =1. 

前 n 个方程要有非穹解，必须矩阵(\)的特征方程 I A — A £|=0 有解•其中 A 为以 a v 为元*的实对称矩阵， 
£为单位矩阵.由线性代数中 关亍欧 氏空间的理论知*此特征方程必有 n 个实根•即有满足 
| A - AE |=0. 对丁 * 任一根 A *, 代人方程 （1) 〜 （ n >, 可求得 ( x ,, x 2 ，…， a ) 的一个解空间，解空间的维数，等于 
A * 的重数.解空间中的单位元索即方程组 （1 ) 〜 （/i + l ) 的根 .当心 足单重根吋，解空间是一维的，单位元索 
只有两个 .当夂 是多重根时，对应的单位元家就有无穷多个了. 


对于入的解 （ A , 而 ，…, A ), 显然满足方程组 （1) 〜（” +1). 因此，有乂 = …，从 

广1 

而得 

_ 螬 颺 麟 _ 

.JTj ，…， 2 X> ( 2 a M X l ) * 2 2工? = 又“ 

• • i ** 1 1 ，■息 <• 1 t M 1 

由于函数 u 在 n 维球面 • r 〖+: r ! + … +Z = 1 上连续，故必取得最大值和最小值.于足，对应于 Ai 和夂 的解， 
分别使函数《取得最大值 A , 和 ift 小值夂，因而也是 u 的极大值和极小值，或是《的弱极大值和弱极小值， 
A , 和; U 的里数而定（多垔时为弱极 值）. 由线性代数中把 d z F 化标准型的方法，句 证：对 于不等 于义 1 和 A - 
的; U ， 二次型不取得极值. 

【3672】若及: r >0 •: y >0 •证明不等式： 

宁 >( 宁 r 


提示在 x+ ： y= a (ci>0) 的条件下，求函數 *=(|^(:r>0 ，： y>0) 的最小值 • 

证考虑函数2=^4^在条件工+>^«(^〉0,：1：彡0，：^0)下的扱值问题.设 F { x , y ') = \ u n ^yn 
十又 （ ar + y — a 〉. 解方程组 



+A = 0, 

十 A = 0, 


可得 a ：=： y = f . 
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将点与边界点 （04)、(^，0)的函数值进行比较(注意到 n > l )： 

2 (0,a) = zU,0) = y^(-|-)"=2(-|-.Y) (” >1 )， 

即知函数 z 当: r +： y = a 时的最小值为 ("I ) ■.从而有 

- (当 (1) 

下面我们证明 

(当： r >0，： y >0 时）. (2) 

当 xsysO 时，不等式(2〉取等号，显然成立 I 当: r >0,： y >0 且 x ,： y 不同时为零时，令 x + y = a ，则 a 〉0 .于 
是，由不等式 （1) 即得 

宁4音卜(宁) •• 

由此可知，不等式 （2) 成立.证毕. 

【3673】证 明：赭 尔德不 等式： 

(a,^0,x,^0» i=l ， 2，."，”. A>1.4- + tt = 1). 

<•1 i -1 <-I K K 

提示在 ^] a , x.—A ( A>OM 条件下，求 *数“_($>:)(2/) 》 的 * 小值 . 

i—1 ••! 

证我们首先证明函数 «= 

i—l 1 

在条件 i ] a,^=A ( A >0) 下的 M 小值是 A . 为此，对 n 用数学归 纳法. 

(•1 

当 n = l 时，显然冇 ( a {)+ (釺4 - an , ■ A . 

觸 

设当 n = m 时，命题成立 • 故对任意 m 个数 a ， 而•当^ a .: r , = A ( x ! >0•…，: r _>0) 时， 

必有 

A<(SaJ)MSx?*) f . 

i -1 1*1 

我们证明当 n = m + l 时命题也成立.设 t = a 

#-1 

值•令 FXj :! ，: r 2 ，…， : r _ M ) = M (: ri ，: r : •…， J ：_+ I > 一 A ( 2 a * x - 一 △)• 解方程组 

•■祖 

■^1 

^a,J, = A («• = 1 ， 2, …， m + 1> • 

•—1 

可得 = 4 (2 x ? ) f =/-' (: =1，2, …， m + l ). 

(这里引人了记号户），即 x . = ( a . y '- 1 = a . r ^ T ^-^ r , ，从而有 

^ 2 a * a ^~ l 2 ak, = ^ = ^» /^ = ~* 

rf-I i-1 ° 

于是，解得满足极值必要条件的唯一解 

x ? = — aj " 1 ( i = 1,2, …， m + l >. 
a 
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t ( Exf ，其中2 〆 ，求“的最小 

•= 1 »-i 



对应的函数值为 

叫 =a(x ； ,^,...,xi + 1 )=aT[g(A a； -.)*Y =aT^ ( ^a? 

• •1 ^ ^ ■一 1 1=1 

= AaT - , Q f = A . 

•rt-1 

所研究的区域 ^ a . x .= A , : r .>0(/= l ，2, …， m + l > 是 m +1 维空间中一个 m 维平面在第一卦限的部分， 

• ■雇 

• «r^l 

其边界由历+1个 m — 1维平面（之一部分〉所组成 ： j ,=0， 2 a f x i =A ( a ^ OtJ ^ O ; i = l ，2，“.， w + l ) 

i=l 

在这些边界面上，求 

t —1 】 

tx 2 r^fX m ^i) = uixi »x 2 ••••tx,-, = + 2 ) T 

广 i ； =h-i 

_ 

的最小值变为求 m 个变娥的最小值.以估计乏 >.: r ,= A 的 M 小值为例.根据数学归纳法假设，注 


意到 a = ^ 即有 

<» I #- 1 

,X 2 ,— »X w ,0)=flT ( 2 ^ ) F ^ (2 a *) 7 (2^ ) r ^ 2 

• -1 i»-l »•! 

因此， U 在边界面上的最小值不小于 A . 由此可知， U 在区域上的最小值为 U (: r ?, xS , 
n = m + l 时成立.于是，由数学归纳法可知， 


A. 

d = a , 故命题 a 


( 1 ) 


wm 

当 2 UiXi = i ^ f ( i = 1 ，2,…， n ) 时. 
<•1 

下面我们证明赫尔德不等式 


ta iXi <(±a^)Ut^V (a.^O.x.^O) ( 2 ) 

i-l 4-1 i-l 

成立.事实上，若 i >.* r .=0, 则（2>式显然成立》若令 ；^ fl ._ r .= A ， 则 A >0 •于是•根据不等式 

• ■1 —1 

(1) 知 

(2 a * ) 7 (S- 1 ? ^ A== 2 a ' x * • 

故不等式 （2) 成立. 证毕. 


注婧尔德 （ Holder ) 不等式是一个重要而常用的不等式，而且还可推广到一般的形式，证明方法也很 
多.例如，可参看 G . H . Hardyt J . E . Littlcwood , G . Polya 合著的名著 “ Inequalities”（Second Edition ，1952)， 
Chapter H ， 2. 7 〜 2. 8. 


【3674】 对于 n 阶行列式 A =|%|, 证明： 阿达马不等式 

t — 1 >— 1 

» 

提示 在关系式 Yj a l = S * (*•= 12 ,…幻存在的条件下，研究行列式 A = l «« 丨的极 值. 

>=1 

证 证法 1: 

n 

为区别起见，以下用 A 表矩阵 A 丨表行列式 U ,> I .考虑函数“=141 = 1%丨在条件24 = 

>•1 

5. (:=1,2, •••,”） 下的极值问题.其中 S ,>0 ( i = l ,2, …， n ). 

由于上述; I 个条件限制下的 V 元点集是有界闭集，故连续函数《必在其上取得最大值和最 小值. 下面 
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我们求函数 U 满足条件极值的必要条件.设 


F=u- (SaJ-S.) 


由于函数〃是多項式.当按第〖行展开时，有 


两 

1^ I = 2 a V f 


其中 Ag 是心的代数余子式.解方程组 

dF 


dan 


= —2 A , =0 ( i，j = l ，2，•••，《) 


得 


•当* 时，有 


to, a h - g - -LgA, ai| » 0. 

故当函数《满足极值的必要条件时，行列式不间的两行所对应的向 M 必直交.若以 A ' 表示 A 的转 S 矩阵 
則由行列式的乘法得 

S' 0 … 0 

0 Sz 0 


| A ，| • | A | = 


0 0 


S . 


= n s ” 


因此，函数 M 满足极值的必要条件时，必有 


士 




m 

显然由于函数 w 在条件 4= S . ( i = l ，2, …， n ) 下不恒为常数，故 




s . 


一指 


S t 


从而， 


下面我们证明 


| A 「< JJ 在，当2 4= S . ( f = l ,2, …， 

•-I i-l 

i^i 2 <fT(E^). 


(1) 


( 2 ) 


两 

若至少有一个“使=0,则\=0 0 = 1，2，一，/0.从而，|4|=0.于是，不等式（2)毘然成立. 

_ 轉 

若对一切 Z ( i = l ,2, …， n ), 都有关 0. 令 S .= 则&〉0 “=1,2,…， n ). 于是，根据不等式 

(1) 即得 


iak n s.= n(S4) ， 


故不等式 （2) 成立.证毕 • 

证法2: 

如将原题归一化，则也可获证.设 

= 


( E ^) 


( i，j = l ，2 •…，”）， 


则有 2 3 = 1 “=1，2,…， ；!)• 

从而，原命题就可转化为证明不等式 | A |<1， 其中 


W% 

2 =l “=1 ， 2 广 . ， ” ）， A=(a^)t IA| = I 



设 F =| A |+ SA .(24- l ) •解方程组 

• -I V i-1 / 


+2 A , =0, 

其 中冯为 4 的代败余子式 (£, >=1,2,…, n ) .于上式两*乘以知，并对 ）= 1,2, …, n 求和，即得 | A |+2 A , 

=1 ，2, …， n ) ， 故得 


0 (i=l，2, …， n〉. 从而有 Ai =— 

1 

〔i=l，2，- 

•,«>， 也即 A,, 

=a^ \A\ (i. 


An 

• 

■ 

… A,. 

• 


a" |A| 

• 

# 

… a Xm \A\ 

鲁 


• 

A m \ 

w 

# 

… A m 


• 

a ml \A\ 

• 

• 

… a m \A\ 


上式左端的行列式叫做 IA | 的附属行列式•记为 | A ‘ I . 由线性代数知识可知，当 | A |=0 时，丨 A " | = 
| A | 关0时， 

| A | 0 … 0 
0 IAI … 0 


丨•当 


IAI - | A - 


• •• 


| A | 


\A\\ 


故有 IA - | = | A | •'于是 = 

由于 IAI 的极值必须满足上式，故不难推知 | A | 
…， n ) 时，恒有 


WM 

，|/\1_ = 一1.从而得知：当 S 4 =l (:=1，2, 


求下列函数在指定区 域内的 上确界 （ sup ) 和下确界 （ hf ) : 

[3675] z = j : — 2_>—3，若 ，0< y < l ，0<: r + y < l . 

解 以 D 表区域 0<:r<l,0<：y<l,0<a:+：y<l, 它是一个有界闭区域（为■"闭三角形），故连续函数 z 
在其上必有最大值和砑小值.由于 z 是： r,：y 的线性函数•故不存在临界点，因此， ft 大值与最小值都在 D 的 
边界上达到. 

D 的边界为三条直 线段： 

y =0 (0«1)， x=0 (0«1)， x4-y=1 (0< j <1); 

在其上 z 分别变成一元 函数： 

Z = JT — 3 (0<X<1) . 2= —2^—3 (0«1)， ?—3 x —5 (0< x < l ). 

由于这些函数都是一元线性函数，故也无临界点，其最大值与最小值必在此三线段的端点（即点 （0,0) •点 
(1,0), 点 （0,1)) 达到.由此可知， z 在 D 上的最大值与最小值必在此三点 （0,0),(1,0) ，（0，1)中 达到. 

由于 *(0,0> = — 3, 2(1,0) = -2, *(0，1> = 一5,故 

supz = 一 2 infz = 一 5. 

【3676】 2 =0： 2 +/—121+16>»，若/+：/<25. 

解 考虑函数 z 在区域: |： 1 +/<25 内的临 界点： 

^ = 2x-12-0, 
dx 

|p = 2y+16 —0. 

在区域内无解，故连续函数 z 的最大值与最小值必在边界 x 2 +/=25 上 达到. 

考虑函数 z 在边界/+：/=25上的条件极值.设 F (: r ,： y ) = ： r — A ( P + y — 25〉.解方程组 

|^=2 x -12-2 Ax = O f 
dx 

|^ = 2 y +16 —2 Ay =0, 

= 25 
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可得临界点 P ,(3，_4) 及 P 2 ( — 3,4). 由于 z (3, — 4) = 一75,之(_3,4) = 125，故得 

supz = 125， infz = —75. 

【3677】 z =: r 2 —: r ： y + y ， 若 U | + |： y |< l . 

解题思路先求函数2在区域 Ul + |： y|<l 内的临界点 P 。， 再求 函教; r 在下列四条边 界线： 

*>»^0 ,x-\-y= 1 \ x^O,.y^O,x—y=l; 

x<0,y^O,x—>»= — 1 ； x<0,jr<0,x+3»= — 1 

上的临界点 P , , P 2 . P 3 及仏.将这些点与上述四条边界线的鴆点尸 5 , P 6 , P 7 及 P 8 处的函数值求出.比较 

z ( P .) (£=0,1,2,*",8)即获解. 

解先求函数2在区域 k | + |： y |< l 内的临 界点： 

戶〜 =0， 

ll ； = 2 > _;r=0 ' 

解得临界点 P «»(0,0). 相应地4(/>。）=0. 

再在边羿： x ^ O , y ^ OfX - i - y = l 上求临界点•设 F , = x 2 — xyi ~ y 2 — A ( i 十 y _ l ). 解方程组 

^■ = 2 x — y—A = 0, 

- ^T = 2^- x - A =0. 

: r + y = 1 

得临界点相应地， *(&>-*+. 

同法可在另外三条边界线 — 上》1<0，>>0，；1：_7= — 1 + — 1 

分别求得临界点 P 2( +，一 j )， P 3(— +，~|-)& P «( — +，一 + ). ffi ®&， 

r ( P 2 )- z ( P 3 )*-|-* z(P * ) = T ' 


最后，在上述四条边界线的端点 P s ( l ,0)， P 6 (0, l ),/> 7 (— l ,0) 及 P «(0, — 1) 上求得函 数值： 

z ( P 5 ) = z ( P 6 )= zCF 7 )= z ( P i ) = l . 

比较 2 ( P .) (i = 0， l ，2 •…，8>•即得 supz=l • infz =0. 

【3678 】 u = x * + 2 y + 3 z 2 ，若： r * 十 y + d < 1 00. 

解容易求得 函数“ 在区域1： 2 +/+^<】00内的临界点为 P 。（0,0,0), 而在边界: r 2 +： y 2 + z 2 = 100 
上的临界点为巧<10,0,0)，朽（一10,0,0)，朽（0,10,0),八（0，一10,0),朽（0,0,10>及 P 6 (0,0, — 10). 相应 
地 u ( F 0 ) 8 SB 0, a(Pi )* m ( F 2 ) — 100. tt ( Pj )— ii ( P 4 )*200. m ( P 5 )™ m ( F «)*300. 于是， 

supm = 300, infn = 0. 

【3679】 《=: r +： y + z ， 若 x *+ y <*< l . 

解所讨论的立体区域由曲面 /+/=*( o < z < i ) 和平面 rsip+ysi 所围成，两个曲面的交线 
为 x 2 - hy 2 = z = l . 

显见在立体区域内部无临界点.在边界面 z = l ， x 2 + ： y 2 < l 的内部， u ( z •: + 也无临界点. 
在边界面 ： r 2 + y =2 (0< z < l ) 上，有 “ = : r +： y + i 2 +y .解方程组 



= 1 + 2j = 0 


=1 + 2尸0 


得临界点 + , — ) .相应地， 《(&) = -+• 


在边界线 x 2 + y = z=l 上，设 F ( x , y )= x + y+l + A (: r 2 +y — 1) •解方程组 
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|^= l +2 Ax -0, 

g=l + 2 Ay =0. 

j 2 + y=1 


得临界点 Pi (^― *- j = » i ) 及 p 3 (—^»— ^： . 1). 相应地 ， m (/ ^)= 1 + 7 ?， u ( p 3 >=1 — V2 . 于是 


sup «= l +72 . infu = - 2 ~. 

【3680】求函数 “=(i 屮: y +^ e - w 2 ，' 4 ' 3 ，》 在区域 x >0 t y >0. z >0 内的下确界 （ inf ) 与上确界 （ sup >. 

解函数“在区域 o :>0,： y >0, z >0 上是连续函数，因此，把区域扩大包括边界时，上、下确界不变，下 
面就扩大后的区域加以讨论. 

显然当 • rXKjyXKzX ) 时《>0,旦 “(0,0,0> =0,故 inf M = 0. 

在区域内邱，由于 


|^ = e_ 《出， +3 - > [l-(x+ ( y+*：>], |^ = [1 -2(x+ y-f z)] , 

|*f = e -u^3., [- 1 _ 3 (x-h^+r)], 


而故函数 u 在域内无临界 点. 

又因 

« =(x + y+z)^ u ^ M =(x+y-\-z)e- tJ ' t ^ t) e- t ^ U) ^x-\-y+z)e - ( ^>* K) -*0 [( 1 +^+ 0 一 + 00 ] , 
故函数 u 的垴大值必在有限的边界 _ h 达到.考虑界面： 

X = 0| u(0,y,z)-(y+z)e- <1 ^^, y^O, z^O. 

y =0, u ( x ,0,*) = ( x - fz)e ^ 31> , x >0 9 z ^ O . 

r =0 j M ( x , y ,0) = Cj + y ) e ' <x4,y> , x ^ O , y ^ O . 

N 样可证明，这些界面上无临界点. 

垴后考虑边 界线： 1 = 0,>» = 0,2：>0, “（(^。，幻二饮〜可解得临界点/ 5 , (0,0, y ). 相应地， “（/>,) = 

•同法在边 界线： x =0 ,z = 0,： y>0 上可解得临界点 P 2 (0. y ,0), 在边界线，: y =0 ,z = 0,: r>0 上可解 

得临界点 P 3 (1,0,0> •相成地， e — 1 •至丁边界线的一端为原点，另一瑚伸向无穷远, 
均已讨论过.于是， 

supu — e ~ l ^ O . 37. 

【3681】证明 ：函数 r^d + e ^ coso : —; yf 有无穷多个极大值而无一极小值. 

证解方程组 


3 z 

dx 

dz 

<^y 


=—(l + P〉siar = 0. 


e ^ coso : — 1 — jO =0 


得 j ：= kn , y =( — 


iy-l U = 0, 士 1,±2, …）•由于 
d 2 Z <, • -、 d z z 


dx 2 


=—(l + e 7 )cosxt 


Sxdy 


£lz 

57 


= e y (cosx — 2 — y ) 


故在点（2_,0)(爪= 0,士1广.），為=一2,8=0乂=一1及/\(：—伊=2>0,此时函数 2 取得极大值,而在点 
((2 m +1)7 T ， 一 2)( 功= 0,士 1，…）， A = l + e - 2 ， B =0， C =_ e - 2 及 AC — B 2 = _ e -:- e - 4 <0,此时函数之无 
极值. 


【3682】 函数 /( x ,： y ) 在点 MoCr 。，％) 有极小值的充分条件是否为此函数在通过点 M 。 的每一条直线 
上有极小值呢？研究例子 f ( x , y ) = U - y 2 )(2 x - y i ). 
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解不是.研究函数 


/( xtjf >=( x — y >(2 x — y >• 

对于每一条通过原点的直线 ：< y=^r ( — oo < x <+ oo ) 均有 

f(x,kx) : =(x—k 2 x 2 )(2x — k 2 x 2 ) = x z {l — k 2 x)(2—k 2 x) t 

当 0<M<4 时， /0r,^r)〉0 .但是 /(0,0>=0, 因此，函数 /(:r, ： y 〉 在直线 ：y = 々 x 上在原点取得极小 值零. 

对于通过原点的另一条直线 ： x = 0, 有 /( o ,^) = y ，故在原点也取得极小值零. 

因此，函数 /( a ：,; y ) 在一切通过原点的直线上均有极小值.但是， 

fU , v /0^) = -0. 25 a 2 <0 ( a >0). 

因此，函数 /( x ,： y ) 在 (0,0) 点不取得极小值. 

此例说明：尽管 /(x, ： y) 在通过点 M 。 的每一条直线上在均有极小值,但却不能保证 /Or, >0 作为二 
元函数在点 M 。 一定有极小值. 

【3683】分解已知正数 a 为 n 个正的因数，使得它们的倒数的和为最小. 

提示由題意，我们应求函數 t 丄在条 件^= 或 lruj = lnx , ( fl >0, x ,>0> 下的极值. 

#•1 X% 1-1 0»1 

解按题设，我们应求闲数 公 丄在条件^= fl >. 或 ina = 2 lar , ( fl 〉0, x . 〉0>下的极值. 


设 F ( xi ，: r 2 ，… •• rJ =“+ A ( ^ Inx , — liui ). 解方程组 


SF 


- 7 H -- 0 (| = l ，2，”、 fi ) 


=n 


可得4 = 士 U = l ,2, …•从而解得 


•r? =i? = … = a ： 2=ci7 ， m(x? tx? t-*-txS) = 


当点 P ( x \ ，: r 2 趋 T 边界时，至少有一个: r .-^0, 即丄一 + c » •而丄•故 

必在 区域内部取得最小值.于是，将正数^分为 n 个相等的正的因数时，其倒数和 
【3684】分解已知正数 a 为 ri 个相加数•使得它们的平方和为最小. 

歸 騰 

提示由題意，我们应求函數 M = D J ：? 在条件 D X f =fl ( fl >0> 下的极值. 

•—1 rf -1 

iv m 

解考虑函数《= W 在条件 A U 〉0) 下的极值 • 


因此，函数 u 


最小 • 


设: F(xi tJ 2 tJi .) = w + A ( 2 a) - 解方程组 


3 F 


2 x.+A = 0 


t 2 •••• tn ) 






: ：)= 


当 n 个相加数中有若干个相加数 — 士 oo 时，平方和 — + oo . 因此，函数 M 必在有限区域内取得 M 小值. 

于是，将正数 a 分解为 ri 个相等的相加数■^时•其平方和^最小. 

n n 

【3685】分解已知正数 a 为 n 个正的因数.使得它们的已知正数次幂的和为最小. 

m m 

提示由題意，我们应求函数“ = 2 (仏>0)在条件 lna = 2 lar « ( fl 〉0, x ,>0) 下的极值， 
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解考虑函数 U = 2 U >0) 在条件 lna = 2 lnx 4 (。>0,4>0)下的 极值. 


设 F = w - A ( 2 inx , — hkO •解方程组 

含 = 0 


=1 ，2, …， n )， 



• = Ina . 


( 1 ) 

( 2 ) 


由 (1) 得： r .= ( f ) •今•代人 (2)， 得 lna + J ^=lnA ^ 


令戸 = 文；丄，则有 



= fl 7 fl a ^i = (ajjar . 


xf = 


( 如 ) g 


(*• = 1 ，2,…， n 〉， 


( a )\ 


u = 




显然，函数 《 在区域内部达到最小值，于是，所求得的 《 即为最 小值. 

136861巳知在平面上的 n 个质点，:力），… ，厂 Cr •，: y ,), 其质最分别为叫，爪 2 

PCr ，： y ) 点位于何处时，该质点系对此点的转动惯 ft 为最小？ 

_ 

解设 /(Jr, ： y>= S m.[( J ： - > r.) l _ 《: y —: y.) 1 ] •解方程组 




(|f = 2 S m - ( - r -^> = 0 

|/=22 m .(>-^) = 0 


得 


Jo 


M 


釋 

S 


m { 


yo 




M 


其中 m ,. 


当： r—OO 或 : y—oo 时，显然 /- + oo . 因此，点 P ( xo ， yo ) 即为所求. 

【3687】已知容积为 V 的无盖长方浴盆•当其尺寸怎样时，有 ft 小的表面积？ 

提示设浴盆的长、寬、高分别为 ： r 、： y、/*, 由題意，我们应求*数 S=2(jr + ： y)/» + :r：y 在条件 V = 
xyh (: c >0,： y 〉0,/ i 〉0) 下的 极值. 

解设浴盆长、宽、高分别为0： 0 ^，则考虑函数5=201：+： ) ^ + 0 在条件\^=- 0/1 ( x >0, y >0, h >0) 
下的极值. 

设 F ( x , y , h ) = S - X ( xyh - V ). 解方程组 


9F 

Tx 

dF 

3 y 

dF 

Jit 


l y+2h—Xyh=0 9 
= x+2h—Xxh = 0 9 
= 2{x+y > ) ~Xxy=0 


( 1 ) 

( 2 ) 

( 3 ) 


(1),(2),(3) 可改写为 


++ 含 = 


h x x y 
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故有 


^o = yo = 2/j 0 = 2V • Ao = _ |- y/2V • 

从实际问题的常识可以断定，一定在某一处达到最小.因此，当长宽均为高为^^时，浴盆的表面积 
最小，且最小表面积为 s =3 

从数学上来考虑•应讨论 x , u ,/ i 趋于边界的情况.当 x ,： y , A 中有任一个趋于零，例如 A — + 0, 则由 
xyh 即可断定： 0 ^ + 00 .但是， S 〉 jry , 故 S —+ oo . 当中有任一个趋于+ <»时，一定引起至少有另一 
个趋于零.重复上面的讨论可知， S — + 00. 因此，连续函数 S 必在区域内部取得扱小值. 

【3688】 横截面为半闽形的无 S 柱形浴盆•其表面枳等于 S , 在何种 尺寸卜 此盆有最大的容积？ 

解 设圆柱半径为 r , 高为/ I ,则考虑函数 V ^ yirr ^/. 在条件5 =死(/ +叻） （ r >0,/ i 〉0) 下的极值. 


为简单起见，忽略系数设尸=^一4(/+4 — 互）.解方程组 


得 


从而有 Vo — ynro ^ o ，/ sj ^• 


SF 

- i 

dr 

9 F 

9 h 


2 rh - X (2 r + h )^0. 


r 2 ~ Ar =0. 


r 2 + r/i 


S 


r ° = Vff ’ A ° =2 Vff 


由实际情况知， V - 定达到最大体积.因此，当/»。=2「。= 2~/^时，体积大. 

从敗学角度宥，由 〆 +# = •^知 〆 和 rA 恒有界.当 r — + 0或/1- + 0时必有 V —0. 当 + oo 时，由 

r /« 有界可推出 f - + 0. 因而 V — 0(显然不可能 r - + oo >. T •是，体积 V 必在区域内部达到最大值. 

【3689】在球面/+/+? = 1上求一点，这点到”个已知点从.（ < 1：,,^ 2 ：,)(« = 1,2^,; 1 )距离的平方 
和为最小. 


解 考虑函数“=公 [( n ,) 2 + (： y -： y,> z + U —*:,) 2 ]在条件 x 2 +y + r 2 = l 下的极值. 

卜1 

设 FCr, ； y,*) = “一 A (:— .解方程组 

= 2 [ ^ (j — j,) — Ax ] =2 [(w — X)j^ —] = 0, 


由 （1),(2),(3) 得 


代人(4>,得 


于是，得 


装= 2 [( n - A )>»- = 


0 , 


dF 


dz 


m 

= 2 [( n - A ) z - 2;] =0 , 


2 + y +: 2 = i ， 

AS - 

1*1 


x = 


y l 


- A ? 


<«- A ) 2 = ( l >.) 2 +(^>.) 2 +(^>.) 2 ( N >0). 

• = 1 t=l •=*! 

x ， = j^ S y = jj S 2 z,. 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 
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及 


=- 去 1 ]:., /=-去文 


N 么 


= 一去 S 


从而， 


M (W )= 文 Lix'-x^^C^-y^+Cz-z^ 


同法 珂求得 


= ”( j ：’* 十： y / 2 + 〆 2 ) - 2 :’ 公 Xi — ly 2 yi ^ 2z， 2 z<+ 2 ( x ?+ 3 »? 

• 一 1 * •• 1 i_l I •• 1 

=n ~ji [(2 j *) 2 + (2^.) 2 + ( S 2 - ) 2 ] + 2 ( x ?+ y ?+ z ?> 

• = 1 » = 1 /«1 * —1 

fi 

= n — 2 iV 十 ^ (Z 十乂 十 WX 

«-i 

IV 

“（• r ' y ，/) =” + 2 N + 2 ( if + y?+«f )> M (: r ',>»'. z '〉. 


由于函数 “在闭 球面: r 2 + y +2 2 = l 上连续•故必取得最大值及最小值.于是，当： 

时， m 敢小（问时也证明了当 x ^ x M , y s = y ， ， z = zH，m M 大）. 

【3690】底面相同的直圆柱体与直圆锥体拼接在一起构成一个物体，其总表面积 Q 取给定值.为了使 
此物体的体积为最大，求其尺寸大小. 

解设圆柱部分的底半 径为忆 离为幻圆锥部分的母线与底面的夹角为心则有^ + 2^ + ^ = 

cosa 

Q (常数 ）（ K >0，/ I >0,0< a < f ). 考忠函数 V ( a ,/ i ， K )=7 r / e 、+ jir/^tana 在上述条件下的 极值. 

设^ — 2) .解方程绀 


笋■斗 — 峰 = 0 , 

da cos‘a cos‘a 
|^=3/? 2 -2 /?A = 0, 

g = 6 RA + 3^ unfl —(2 J 


on 

謠 = 6 似+ 3心_一 （2R+2A + 盖). 

/? 2 +2 R/i + — = -^. 

cosa ir 


= 0 


(3) 


由（2)得义 = ~|~兒代人 （1) •得 sina = ~^~ .由于••故由 sina =-| ■得 cosa = - y- » tano • 代人 （3) •得 

紐 | V #， 


Rh = 


= rj+ I 


或^ = 


( 1+ i) K * 


代人（4)，得 


叫 2 + 身 ) 尺 2 +身卜 f 


相应地•有 


V 0 = nR 2 h-^--^-nR 3 tana = ^ 14 -^：-r ^ z ； ^7 iR 3 • 

= ( 1+ 赤 ) 咖 = ¥„ ¥ ? ^Vf -^Vf. 


现在讨论边界情况.由 （4) 知 ， l ? 2 ,1^ 及均为正的有界量. 
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(i ) 当 及― + o 时，由似及+有界可知 

cosa 

艽 ( 尺 /0 尺 + j ^ )i?sina-K). 

( j | ) 当 A — + 0(所研究的体退化为 圆锥〉 时，需要求当圆锥全表面积 + (常数） 时圆锥体积 

cosa 

V =-|-^ 3 tana 的最大值.用/表圈锥的斜离，即 


1 = 土， 細 1 = V ^- 

于是，卜 Q :f , V = y 7 tR 2 Vl 2 - R 2 ，«： yr ^- jQRUQ - ZnR 2 ) ( 0 < R <^ J ^). 

由此易知 V 2 (从而 V ) 当圮 = g ( 即时达最大值，并且最大体积\^=^/^.不难验证 
V ,< V 0 . 

( Hi ) 当 /*- + oo 时，山尺；》有界知 R - + 0 •由 （j )知 V -0_ 

< lv > 当一号- 。时 ，由£有 界顧一 0,由 (丨 腑- 0. 

( V )当 f + 0< 所研究的体退化为圆柱）时，吋以求得达到最大体积的尺寸为 h ^ 2RRQ - ^5 ^VT 
(参肴1563题），即 V 2 = 不难证明 V 2 < Vo . 

综上所述，我们得到当尺时，所研究的体积 V 达到最大值 

v»=^Vf. 

【3691】一长方体的上下两底均为正方形，分别与同样的两个 lE 四角锥体拼接在一起构成一个物体， 
其体积 V 取给定值.当四角锥的側面对它们的底成怎样的倾角时，该物体的总表面积为®小？ 

解设长方体两底（正方形）边长为《，«为 A ， 棱锥侧面与底面的夹角为 a ， 则 V = a 2 /. + ya 3 tana . 考悤 
函数 + ^ 在上述条件下的极值. 


设 F = S — A ( fl 2 A +tana — V ) •解方程组 


9 F 

3 F 

dh 

SF 

Tq 


4/1+ 盖 ，卜 Afl2t _ = 0 


= 4a—Aa 2 =0, 


la 1 


3 cos 2 , 


= 0 , 


h + — a 2 tana — V . 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 


由 （2)，（3) 可得 a = arcsin 4 ■.同 3690 题进一步可求出 a 和 A 

类似3687题的讨论，当 a — + 0, a - + oo , A - + oo , • —0等悄况均能证明 S 一 + oo .对于边界为 
a = 0 及 /i = 0 这两种退化情况，类似3690题，可证明此时的总表面积比 a = ar CS iri ~| ■时的总表面积为大•于 
是，当 a = aix 3 in j 时，物体的总表面积最小. 
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【3692】将周长为 2p 的矩形绕其一边旋转，矩形所扫过的区域构成一旋转体，求使该旋转体体积为最 
大的那个矩形. * 

解设矩形的边长为 x 及: V，则考虑函数 V=7r：y 2 j： 在条件: r+：y=p 下的极值. 

设 F = V -\( x ^ y - p ). 解方程组 



由于在边界上，一边为零,一边为/>，推出 V=0 .于是，当矩形的两边分别为 •及# 时，旋转体的体积最大. 

【3693】将周长为 2p 的三角形绕其一边旋转•三角形所扫过的区域构 
成一旋转体，求使该旋转体体积为最大的那个三角形. 

解如图 6. 43所示，以 AC 为轴旋转，取参 数：高 /» Up . 考虑函 

数 V^jir/iVtana+tar^) 在条件 ^+^+Mt a na+tan/?) = 2p 下的 极值. 

为计算简单起见•略去常数设 F=fc 5 ( tano4-tan^)-A(^+ 

/itana+Zitan^ — 2/»)•解方程组 

= 3/» 2 (tana 4- tan^) 一 A( + tana + lan 沒 ) =0， 

^ r AA ( 黑 

h 3 


T a 



3 F 

^(； 


•s© cos/? 

i ) =0 . 




+ ^~ + tanfl-Hlan^) = 2 p . 


(1) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


h 2 


h 2 


图 6. 43 


由（2〉及（3)得 0 =沒及义=^^^，11^^.代人（1 > 式，得4如 = ^咕="^.于是， / ^ 00 =5^，代入 （4) 式 ， 


即得 


p . 从而，得三边分别为 AB = BC =- jp , AC= 2/itana=-|-. 


讨论边界情况.当 A—+ 0 或 A — />时，显然有 V —0. 对于二角 a 及戸必有大小限制 ：0< a <~|*， 

一 注的方向规定不 N >, 当 + 0 或或— 时，同样均有 V-0. 于是，当三角 

形的三边长分别为|,¥及$，并绕长为的边旋转时，所得的体积最大. 

【3694】在半径为 R 的半球内作出具有最大体积的内接长方体. 

解不妨设此长方体的一个底面与半球所在的底 面重合 ，另外四个顶点在半球球面上，且半球面在直 
角坐标系下的方程为 x 2 +y+2 2 =K 2 ,z 彡0.又设长方体的长、宽、高分别为 2:r、2：y 及 hjrSOoiXnzX)). 
考虑函数 V = Axyz 在上述条件下的极值.设 F=x^-A(x 2 +y+ 2 2 _记）.解方程组 

-_ = ^ 2 —2Ax=0^ 
ox 

g = :rz - 20=0 ， 

^^xy—2Xz = 0, 
jc 2 ^ y l + z l = R z 
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可得 x=y = z =^. 

由于在边界上（即 x— + 0或: y— + 0或 r-+0 时）显然 V—0, 故当长方体的长、宽、高分别为_,_及 

$时，其体积最大. 

V 3 

【3695】在已知的直圆锥内作出具有最大体枳的内接长方体. 

解不妨设直岡锥的底面半径为尺，高为且长方体的一个面与直圆锥的底面 S 合，两个边长为 h 
和 2：y， 四个顶点在直圆锥面上，高为 z. 过直圆锥的高和长方体底面的对角线作一截面，如图 6. 44所示，则 
CD -= H,EK = FG = z , AD = R 9 DE = AH ~ z ) R=H y / x ^ y z \ R.H 为常数 >• 

考虑函数 V=Axyz 在上述条件下的极值 Cr>0, ： y>0,z>0). 


C 



图 6. 44 


为计算简单计，略去常数4•设 F=o:：yz-A[H *〉/?].解方程组 

OF AHx 

3 l = yZ 


dF 


XHy 


0, 


0 , 


— = xy—XR^0 


CH-z)R^H Vx l +y 2 . 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


由 （1>、（2> 得 j：= y •代人 （3), 得 i=：y 


•又由 （1> 可得 


為•将 


代入 （4) 得 H — 


XH 


v/2Al? 



，解之得 A = 从而有 x = y =^- R t z=yH, V=^|/e 2 H 

显然，在所论区域的边界 t ( 即十0或 p + 0 或时），有 V— 0,故当长方体的高等于圆锥 ffi 


的■时，其体积 M 大. 

【3696】在椭球#+ # + _ = 1内作出具 有放大 体积的内接长 方体. 

解此长方体的对称中心为原点.设其-个顶点为(:1：，;>% 2 ：)，按题意，考虑函数"=8：0^在条件# + # 
+ -J--1 U>0,;y>0，£>0) 下的极值.为计算简单计，略去常数8.设 F=:r：y Z — A($ + 蒼+ $-1).解方程组 






得 x=~^：，：y=~^：，z=+：, 这时 V=-^：a6c〉0. 

V 3 V 3 V 3 3 V 3 

现在讨论边界悄况.当 x-^a-0 t y—b-0,z—c-0 中有任一个成立时，则另两个变量必皆趋 于零； 又若 
工0,2：中有一个趋于芩时，则体积V趋于 零. 总之，在边界上，恒有 V-0. 于是，具有最大体积的长方体的 

长、宽、高分别为 

界 S G 

【3697】直圆锥的母线/与底平面成倾角 a . 试在此直圆锥中作出具有最大全表面积的内接长方体. 

解设圆锥的底半径为 R， 高为 则有 R = Icosa . H = Isina ,^ = tana. 内接长方体的放置方法与3695 

题相同.设底面的两边分別为2如0必和 2c/sin^, 高为 A, 則0<3<尺， 0<；i< H , 0<0<~|•，且 /* ， d 由条件 

¥ = f 约束，此条件可改写为 

dt&na-hh= H= Isina. 

所求的全表面积为 S=A(d 2 sin20+ dhs\nd+ dhcosd). 


\ 


固定 d 和 A, 考虑 S=S(«9) 的变化情况.由一元函数极值求法，不难断定，仅有 S / (-|-)=0. S (扪在 


f 处达到最大值 S = 4(e/ 2 即底面为正方形时， S 才取得最 大值. 因此，原问题卩I化为在条件 dtana 

+/* = /sira (t/>0，/i>0) 下，求函数 S=4(/+>/^A) 的极值 • 

( II ) 此问题的边界值：当 c/— + 0(此时 A —f/ — 0) 时•显然 S — 0;而当+ 0(这时 c /— 尺一0> 时， 
S-4R 2 . 在后一种情况 T， 全表面积退化为上、下两个正方形面积之和. 

< ill ) 在区域内部，设 F=4(c/ 2 十 V^M〉一A(dtana 十 A —/sina) •解 方程组 


dF 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


5 = 8c / + 4 a /2/ i—A tana = 0i 

|^=4^2 £/— A = 0, 
dtana+A = / sina . 

由 （2) 得 A = 代人 （1), 得 

/i = (tanfl—V2 )J. (4) 

由 A>0 及 d>0 知，当 tana^ ■时，方程组在所研究的区域内无解.此时 ，S 的最大值必在边界上达到，即在 
A— + 0时达到 4 J ? 2 . 当 taru»>VJ 时，将 （4) 式代入 （3) 式，可得 


d 


」 —V ， k = Isina tana ~^.. 
2 tana 一 v 2 2 tana 一 y 2 


此时 


5=4(/ +^2 dh )= j /2sing = 


2 R l tan 2 , 


由于 


故 


tan: 


V ^ tana 一 1 


\^ tana — 1 V2 tana 一 1 
(tana—V^) 2 = tan 2 a—2(^2 tana - l)>0t 

>2 •从而， S>4/? 2 , 即在该点的值大于边界上 的值. 因此，它为最 大值. 于是，当 tana>v^， 长方 


体底 面为正方形’边长娜 十 •高一 SSf 时， 全繊为 最大. 

【3698】在楠圆抛物面 f = 4 + 4和 z = c 所围区域内作出具有最大体积的内接长方体. 


提示设长方体的长、宽、高分別为2工，及 A = c • — z , 由题意，我们应求函数 V =4： o；(c — z ) 在条件 



+ ^- = —( x >0^>0^ ooo ) 下的极值. 
b c 

解设长方体的长、宽、离分别为 2^ 2 ：y 及/ — 2 ，则按题设考虑函数 V =4 x ： y；i = 4 x ： y ( C — Z ) 在条件 
^十多 • = fCr>0，：y >0, 0<：r < c ) 下的极值. 

为计算简单起见，作 F 时略去常数4•设 F = xyU - z '>- X ^ + ^~ j -). 解方程组 


工 〆 c 0 ， 

(1) 

dF v 

j- y =xic-z)-2X^ = ^ 

(2) 

|f=-x J .+ i- = 0, 

(3) 

4 + ^ = ^. 

(4) 


fl 2 ' b 2 c 


将（1>、（2)、（3)三式分别乘以 i 、： y 、（ c 一幻，比较即得 

£l = Z = £ Z ^ 

a 2 b 1 2 c • 

代人⑷式，可得 X = S Y , y== \' ZB = Y ' 方〜一 2= +. 

由于边界上 V 趋于零，故长方体的 ft 大值必在区域内达到.于 S , 当长方体的尺寸分别为及•时. 
其体积敁大. 

【3699】求点 Af 。 （:^,>。， 2 。）至平面>^+丑>+6：*+0=0上的点的最短距离. 

提示由题意，我们应求函数 〆 =(1一1。） 1 + (>»—: yoP + U - Zo ) 1 在条件 Ax + By^Cz + D ^ O 下的 
极值. 

解按越设，我们求函数 — = (1 一 々 V + b —： yo > 2 + ( r — z 。） 2 在条件 / U + Bjr + Cz + D ^ O 下的极值 • 


设 F ( j ,： y， 2 >«^+A ( A : r + B ： y + C Z + D >. 解方程组 




I^ = 2(j ： —X 0 )+AA = 0, 

(1) 


瘺 

= >»o)+AB = 0. 

(2) 



|^ = 2(z—)+AC=0, 

(3) 



Ax+B^+Cz+D=0. 

(4) 

由 （ 1) 、（ 2) 、（ 3> 可得 

1 

-r=x 0 — 

AA, y=y 0 -+入 B ， z=zo — ^XC. 

(5) 

代人 （ 4 〉， 得 

2(Aj 0 + Byo+Czo + D) 

A A z +B 2 +a ’ 

(6) 


将（5>，（6)代人 r 2 = ( x — j 0 ) 2 + ( y —> o) z +(z — 2 0 ) 2 中•得 

_ \ Ax 0 + By 。+ Cz 0 + D | 

r yA z + B 2 +c 

当 x . y . z 中有任一个趋于无穷时 ， r 趋于无穷.因此，在区域内 r 必取最小值. 

于是，点从。（知，3^2。）至平面八1+方>+(^+£)=0上的点的敁短距离为 

― 1 A j 0 + By 0 + Cz 0 + DI 
v / A '+^+ C 2 • 

【3*700】 求空间二直线 

x — x \ _ y—yi _ z — z \ x — x 2 _ y—yt _ z — z 2 
mi / i , p } ’ m 2 n 2 p 2 
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之间的最短距离. 

解显然，当两直线不平行时，直线上一点趋于无穷远处时，与另一直线上各点的距离，都趋于无穷.因 
此，不平行两直线的最短距离必在有限处达到. 

为了书写简洁，我们采用向置的表达形式.用 


表示直线 = = (1) 

ni p\ 

r 2 ( s ) = / 2 s + r N 表示直线 = a = (2) 

m 2 n z p 2 

其中 U 为参数， /i = {mi »ni t/>i } • / 2 = { m 2 1 n 2 t />2 } t 

r \ o = {xi f- yi tzi } , r Z o — { x 2 9 yz % zi ). 

又记 r 0 = ri 0 — r 20 = < xi —而 ， yi —力， z , —q }• 

始端在直线 （2) 上，终端在直线 （1) 上的向童为： 

« U , s ) = (/ 1 /+ r 10 ) — U 2 s + f > 0 〉= /d —/ 2 j 十 r 0 . (3) 

本 K 即求 I 的 fi 小值，它必在有限的 f ， s 上取得.令 

■w= Iii(/.5> | 2 = |li#—lji+r 0 1 2 = /? f 2 +/|j*+rJ—2(,i • /*>“+2(l| • r 0 )f~2(/ 2 • r 0 >5« 

其中 /?=/» - h . H = h • /*. ^= r 0 • r 0 . 

u •取 得极值的必要条件为 

^ = 2[/ i/—(/i • / 2 ) s+(/i • r o )] = 0* ^=2[/1 j—(/ i • / 2 ) i —(/ 2 • r o )] = 0. 

由此可解得唯一的临界点 (to A ): 

_ _ ^(/i # r 0 ) — Ui • l 2 )Uz • r 0 ) ^ /{(lz 9 r 0 ) — Ui • l z )Ui • r 0 ) 

to== /?/!-(/» - /：)* , 50 /?/?-(!. - lz ) 1 • 

于是 ，|11(6,知>| 即为所求的玻短距离•下面计算•令 

△= ViUl-Ui • U ， 

显然有 

^ =|/,| 2 - |/zl 2 -[|/.l - |l 2 lcos(/ 1 Ci 2 )] 2 =|/,l l • lhl 2 sin z (l l J 7l 2 )=\i l XI 2 l 1 
BP Hi XI , |. 将 r 0 及 s 。 代人 （3> 式，得 

u(t 0 f Jo) = —^-(/i • r 0 )[/|/i — (/] • , 2 )/ 2 ] — 士 (“ • ro)[/|/ 2 — (/l • , 2 ),i]+r 0 . 


通过计算，不难看出 

u(e 0 9 so) • h = —^2<li • r 0 )[/|/i — (li • I*) 1 ] - • r 0 )[/|di • I*) —Cli • “)/f]+(r 0 • /1 ) = 0, 


11 (/ 0 ，5 0 ) • / 2 =0. 
因此，得知 


u(/o 9 S 0 ) // 1 \ X “• 


令 Ho = 


X / 2 

A 


，则 


no I = 


M 0 (/o t 5 o ) 


|“00, 扣〉 1 。|=^^=士 + 


— x 2 yi — y 2 Z \ — 22 

m } Mi pi 

m 2 n 2 pi 


其中 



且正负号的选取保证所得结果为 正值. 

【3701】 求抛物线 y = x 2 和直线 I 一 y — 2 = 0之间的敁短距 离. 

提示设 （ XM %) 为抛物线 上任一点 ，（ x 2 ,： y 2 ) 为直线 x - y -2 = 0 上任一点.由題意，我们应求 





函数 〆 = ( I2 一工 1 y+(yz — y\y 在条件 yi — x \ =0 及 ar 2 — jy 2 — 1=0 下 的极值 • 

解设 （ A ,%) 为拋物线; y = :r 2 上任一点 ，（ x 2 •: y 2 ) 为直线 or — ：y — 2 = 0 上的任一点.按题意，我们应求 

函数 


r x = (,x 2 —xi) 2 - > r{yi —y x ) z 

在条件: Vi — W =0 及: r 2 —力 一 1=0下的极值.显然，由几何知，当两点（ <2 ： 1 ，: X ,)和 （ o : 2 ，: y 2 ) 至少有一伸向无 
穷时， r 也必趋于无穷大，故 r 的最小值必在有限处达到. 

设 F ( x \ tx 2 t^i t^2 ) = r 2 -f Ai (yx — x ?)+ A2 Cx 2 — y ：^2). 解方程组 


dF 

aj ! 

dF 

dF 


=—2(x 2 —Xi) —2A]Xi =0 


— xi )+ A2 =0 f 


= -2(> 2 —yi)+Ai =0. 


2( y 2— yi )— X 2 =0. 


dF ^ 
d y 2 

yi = x 5, 

^*-^2-2=0 


得唯一的一组解 X| 


T f 


: Vi = 




11 

T f yz 


5 

T 


于是，所求的 《 短距麻为 n >= V ( 呈一 + ) +( 一音一 + ) =-| V 2. 

137021 求有心二次曲线 /W+2BJ ■: y+C ： y 2 = l 的 半轴. 

提示注意原点 （0,0) 即为曲线的 中心. 由题意 ，我 们应 求函教 M = x*+y 在条件 Ar *+2 Rr ： y+Cy = 
1下的极值. 

解设 U , y 。） 为二次曲线 A : r 2 +2 B^+Cy = l 上的点，则（一办，一加）也为该曲线上点.因此，原点 
(0,0) 即为曲线的中心.按题意，应求函数 u = /+y 在条件 Ar l + 2 Bx ： y+Cy = l 下的极值. 

设 f^^+y—ACAo: 2 十 2fir ： y+Cy — l) •解方程组 

- |^=(AA—l)x+ABy = 0, 

' -y |^ = ABx+(AC-l)y-0, 

Ajr z +2Rr ： y+Cy = 1. 

要上述方程组（前面的两个方程）有非零解， A 必须满足二次方程 

IV 二 卜。. … 

由题设知二次曲线为有心的，因此 AC 4 — B 2 关 0. 

由方程 （1) 可求得两根 A , 和 A Z ( A ,> A 2 >. 将 A 的值代人方程组，求得对 应于幻 的解 （ or , ，: y ,) 及对应于 A 2 
的解 （ x 2 ，: y 2 ) .相应地，有 

uix x * yi )= x \ = ^i [Ai ( Ax , )]4->, [Ai ( Bxi + C^i )] =Ai iAx \ +2 Bx x y \ + C^?)=Ai * 

同理 ，力 ）= j 1+ yi = A 2. 

( i ) 当 AC — B 2 >0 且 A + OO (或 A >0) 时，由 （1) 解得 

_ ( A + C ) 士 y ( A + C > z —4 (AC — B z > 

A •— 2( AC - B 2 ) 

即有 A ,^ A 2 >0. 显然 u 的最大值及最小值必在区域内达到.因此， A , 及 A 2 分别为 M 的最大值及最小值.此 
时，所对应的曲线为椭圆，长、短半轴的平方分别为义，及心.当时为圆. 

当 A + C <0( 或 A <0) 时，两根 A , 均为负，相应曲线无轨迹. 



< ii ) 当 AC — B 2 <0 时，•此时只有一个极值对应的曲线为双曲线 . A , 为实半轴的平方 
a 2 表面上无意义，但实质上为虚半轴的平方），其中特别是 b = o 时，曲线退化为一对相交直线. 

I3703J 求有心二次曲面九 r 2 + B ： y 2 +0 2 +2 Dj ：： y +2£：： yz +2 F : r Z =l 的半轴. 

解同3702题可知，曲面的中心为（0,0,0)•按题意，达到曲面半轴的点 （ xjd ) —定是函数 uU . y . z ) 
= x 2 + y + 2 2 在条件下的临界点（但不一定是极值点.例如，椭 
球面的中间轴所在的点〉. 

设 /^ M—AMP + Sy + fV + ZDijy + ZEy + ZRrz — l ). 解方程组 

- j |^=(AA —l)j-4-ADy+AF2=0, 

-+ ^=XDx+(XB-\) y +XE z =0. 

一+ 十 （ AC — l > z =0, 

Aj - 2 + By 2 -¥ Cz l ^ 2 Dxy -\- 2 Eyz + 2 Fxz =\. 

要 t 述方程组（前面的三个 方程〉 有非零解, A 必须满足三次方程 

M—l AD AF 
AD XB -\ XE =0. 

AF XE AC -1 

设三根为.对应于此三根可求出满足方程组的临界点.与3702题相同，可证明在这些临界点处《 
(工，>*)的倌恰为义.(《 = 1,2,3),即1为曲面半轴的平方（严格地说，当 A .<0 时不能认为它是半轴的平 
方). 

与二次曲线的情况类似，根据 A , 的正负可讨论曲面半轴的虚、实等问题，这对熟悉二次曲面分类的读 
者无实质性的困难，因此，省略掉这些烦琐的 讨论. 

【37041 求用平面 Ax + By -^ Cz - 0 与柱体# + _<】相交所成椭圆的面积. 

解我们只要确定所得椭圆的长短半轴5及 L 即可按公式 S = irSf 求得椭圆的面积. 

注意到原点 （0,0,0) 在原椭圆柱面的中心轴上，且截平面 Az + By + CzzO 又通过它.因此，原点是截线 
椭岡的中心，从而长短半轴 S 及石的平方 P 及 P ，分别为函数 u-^+y + z 2 在条件 Ar + Sjy + C ^^ O 及 

4 + ^ = 1下的始大值和最小值.设 
a o 

F=m+2A(Aj+B3»+Cz)—+ ^ • —1 )• 

于是，达到最大值、最小值的点的坐标必须满足方程组 


tK = ( 1_ 5) x+aa=0 - 

⑴ 

+ 諄 = (卜券) y+AB=0 ， 

(2) 

i 諾=一 ’ 

(3) 

Ax ^ By+Cz = 0 f 

(4) 


(5) 


将⑴、（2>、（3)三式分别乘以： r 、： yj 后，然后相加，得乂+：/+2： 2 =…即从方程组可解得•由 
(1)、（2)、（3)、（4)知，若要^:,^，2：及义不全为零,//必须满足下 列方程 （同时//只要满足下列方程，临界点 
(: T ， y ，2> 也一定有 解）： 
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i-4 


0 


0 A 


o 1 -^r 0 B =0 


0 0 1 c 

A B CO 


展开后，得 ^ 2 - (^ + ^ +J + ^-)^+( A 2 + B 2 + C 2 ) = 0. 

此方程有两正根.显然即为最大值及最小值 P 、 P . 由韦达定理知 


a 2 P 


yw + f ^+ c 2 ) 


故椭岡面积 ib = nab - ( C ^ O ). 

当 C =0 时，平面 Ax - fBy =0 ii Oz 轴，显然得不到椭阀截面. 

【3705】 求用平面 xcosa + : ycos 卢 + zcosy - 0 ( 其中 cos 2 fl + cos 2 ^+ cos 2 7 = 1 ) 

与 w 球 


相交所成截面的面枳. 

解截面为一椭圆.与3704题一样，我们只要先考虑函数 “= P+y + 2 

xcosa + ycos ^- f - bcosy = 0 及 ^■ + 含 + ^ _== 

下的极值 ( a >0,6>0 a >0>. 

设 F — u -\- 2 \\ ( xcosa + . ycos ^+ zcosy ) — A ： (^ T + g + _一1 )• 解方程组 


在条件 


T lf == ( 1_ ?)* r ' fA,cosa - =0 - 

(l) 

T | f = ( 1 _^)’ A « co ¥ =0 ， 

(2) 

y |^= (1 - 含 ) z+A 丨 cosy=0. 

(3) 

xcosa+>TC05^+ zcosy—Of 

(4) 


(5) 


将 （1),(2),(3) 三式分别乘以: r ,： y ,*， 然后相加，即得 u = x 2 + z 2 = A ,. 
由（1)、（2)、（3)、（4)知，若要 nzSA , 不全为零, A 2 必须满足下列方程 

I — k n 


0 


cosp cosy 


cosy 


0 


= 0. 


展开整理得 


(鈴 +勢+銨) 


c 2 


3+ 學 + 学+學)心+ 1=0_ 


此方程有两正根，显然即为椭圆的长短半轴的平方 P J 2 . 由韦达定理知 

a w 


b z = 


a 2 cos 2 a +^ cos 2 p + c z 
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于是，所求椭阀的面积为 


S = jcab = 


izabc 


va z cos 2 a+6 2 cos 2 p+c 2 cos 2 y 
【3706】根据费马原理，光在最短时间内从一点传播到另一点. 

假定点 A 和点 B 位于交界面为乎面的不同的光介质中，并且光的传播速度在第一种介质中等于，而 
在第二种介质中等于巧，试推出光的折射定律. 

解如图 6. 45所示•光线从点 A 射出，沿着折线 AMB 到达点由 A 、 B 作垂直于/的直线 AC 及 
BD ， 并与 直线/ 交于点 C 及点 D . 设 AC = a , BD = b , CD = d . 选择角度 a # 为变童，则 

b 八驚蘑 


AM= 


于是，我们的问题就是求函数 


BM 


cosfi 9 


MD=btanp. 


f(a. 


vTcosa^vTcos^ 


在条件 auna + c / 下的最小值，其中一号 CaC "I •，—专号， （ 当 M 在 C 与 D 之间时， a >0，/?> 

Oi 当 M 在点 C 的左边时, a <0, 尽>0!当 M 在点 D 的右边时<»>0,/?<0 〉.显然是连续函数，又当 a — 
■| ■一0时 ( 这时点 M 从右边伸向无穷远 ， f 一号 + 0 > ，显然 + oo •当—号+ 0 时 （ 这时点 M 从 

左边伸向无穷远, f "I •一0)，显然也有 /G ，辦— + oo . 由此可知 /( a ，/?> 在有限处达到垴小值，此处必为临 
界点.设 


F = 


vicosa vicos ^ 


一 A ( a tana + 6tan^—c/) 


注意到由 


3F_ asina _ Xa 
3a t/icos 2 a cos 2 


0, 


即得 


于是，在临界点必满足 


㊈ 仏 


sing __ T；! 
sin ^ v * 



图 6.45 


由此可知，光的传播路径必满足上面的关系.这就是著名的光线折射定律.此时，由点 A 到点 B 的光线传播 
所需要的时间最短. 

【3707】一折射棱镜的折射角为 a , 折射率为 n . 光线以怎样的人射角射向此棱镜侧面，其偏向角（即人 
射线与出射线之间的角）为緻小？求此 M 小偏向角. 

解如阁 6. 46所示， ABC 为棱镜 . ZBAC = 。为棱 镜顶角（即棱镜的折射 角）， DE 为人射光线，折射后 
从 F 点折射出棱镜，射出线为 FG . 和分别为人射点和射出点的法线，它们相交于丄 

丄 AB ). 人射线 D £ 的延长线 DM 与射出线的反向延长线 FL 交于 K . 令 ZM 7=々 ZGf 7 = y , ZGKM = 
5，ZHEF=A,ZEFH=^. 

按题意即 问：当 /?在 （0， f ) 之间的一定范围内变化时4何时达到朵小值.这本是一元函数的极值问 

题，然因牵涉的变镦关系太多，因此把它看作多元函数的条件极值问题. 

由折射定律 （3706 题） 可知： 


由几何关系不难求出 a 、 沒、 y 、5、 A 及//之间的 关系： 

A+//=t 


(1) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 
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图 6. 46 

由于《为常数，故从（1>、（2)、（3)、（4)四式中消去义、//及7就得到6作为/?的函数.令 

F(fi ， y ， 入， //) = 沒 + y^a+ki (sin^— nsinX) + k 2 (nsin/i — siny) + (A+/i—a )， 

临界点适合下列方程组 


l+^,cos/?=O f 


(5) 


1 —走 2 cosy =0 

d y 


( 6 ) 


— ktncosX+ki =0 


(7) 


^ = + =0. 
cosA = ~k z cos//. 


由 （7)、（8) 消去得 


( 8 ) 


(9) 


由 （5)、（6) 得 t =一二^, h 


cos〆 


cosy 


，代人 （9), 两边平方，即得 


cos 2 A _ cos 2 u 亦 1 — sin 2 A — 1 — sin 2 " 
cos 2 沒 cos 2 y 1 — sin 2 /? 1 — sin 1 y 


( 10 ) 


将 （1)、（2) 代人 （10), 得 


l-sin 2 A _ l-si 


整理后得 


(n 1 —l)(sin 2 A—sin 2 ^)=0. 


由于 0<A< - fO<fi<Y • tt sinA — siiyi 或 A • 代入 <3> •得 A = p = 专 . 从而，沒 =y=arcsin(wsin 号） •于 

是， ^=^+y—a=2arcsin(nsin ®* 


所求 得的# 即为唯一的临界点 • 

根据物理知识，作为本题所讨论的对象：顶角较小的分光棱镜，在区域内确实存在#最小的折射.于是， 


当人射角 


^=arcsin(nsin f) 


时.则 


"=2arcsin(nsin 


应为最小偏向角.至于作其他用途的各种棱镜，光线的折射路径不仅与顶角有关，面且大部分与整个棱镜的 
构造有关，这巳不厲于本题所考虑的对象，因而，也不再对它们进行讨论 • 

137081变量 x 和: y 满足系数待定的线性方程 y = ax -¥ b , 

经过一系列精度相同的测置，对于童 *r 和; y 得到值 x. ， ;y,(*=M ， 2 ，〜， n). 

利用最小二乘法，求系数 a 和6的 M 可靠 数值. 


提示根据最小二乘法，系数 a 和6的最可靠数值是这样 的：对 于它们，误差的平方和 M = 
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b - yi y 为最小 • 

解根据最小二乘法，系数 a 和6的最坷靠数值是这样 的：对 于它们，误差的平方和 

霣 

2 CaXi+b—yi) 2 
•=i 

为最小.因此，上述问题可以通过求方程组 

货 = 2^ (axi -\~b — y s )Xi = 0 ， 


货 = 2^] Coj:, b — yi) = 0 


的解來解决 .id 


^ •• ， PW 

[>• 》 ]=Su，[:•:]= S • o，】] 2 ^ 21 [:>^] = 2 乂， 

*•1 i»l i—1 i«>I 

则上述方程组化为 

, x ]4-6[ j -, l ]=[ x , y ], 

1] + 加 =[ 力 1]. 

系数 行列式 

Dr ， x ] [ j ，1] 


ia [>， 


A = 


[>•1] 

当△关 o 吋，方稈组有唯一的一组解 ， a 

[ 工， y] [: ， 1] 


S (2 x «) 2= (w-i) S w 一 2 2 x ^ x i = 2 (n』) 2 


>1- ( S ^) 



2(:.—^> 2 , 

*一/ 

(2*^)(2幻一 

i»i <»i __ 卜 i 

S ( H ) 2 


显然，此时 M 为最小.因此，上述和 A 即为所求. 

【3709】 在平面上已知 n 个点 M.U , ： y,)(:=l,2, … ， n ). H 线 axosa 十 jysina —p = 0 在怎样的位 S 时， 
这些点与此直线的偏差的平方和为最小？ 


解 已知点与直线的偏差平方和 M ( a , p )= S ( x . cosa +^ sina -/^) 2 . 


i 己 


^ = ~ 2 x ** y ^~ ^ y - xy= ^ 2 x > y > 9 2 ^ 

• _i <‘i <—i t # —l 

则所求直线的参数 a 和 /> 应满足方程 

^ j ^=2 2 ( x , cosa 4-> r , sina — />) Cy , cosa ~ x . sina ) 


s ，?， 


y ] [ x ，3>, cos 2 a+(y 一 — >»,/> coso + Dsina ] 


= n [2 xycos 2 a + ( y 2 —?) sin 2 a ~2/>( ycoso — xsirur )] = 0 t 


盖 = 一 2 ^ ( x . coso 十 y , sina —户） = 一 2 nGcosa + psina 一 p ) 

由 （ 2 ) 式，解得 p = xcosa 十 ysina . 

2 G - v -^) ° 


-=0. 



将 (3) 式代人 （1) 式，即可解出 
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tan 2 a 


[P-(x) 2 ][?-(y) : 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 




在 [0,2 tt ) 范围内， （4) 式的解 o 共有 四个： 


Y 


+ 7t; 


37 T 


2 ， 


) 


其中.将这四个解代入 （3) 式可以求出久根据习惯.取/>>0,故上述四个 0 只有两个满足 

的要求”>.记为 0 ，•九； 02 ，/> 2 ，这样躭得到两条互相垂直的 直线： 

( jrcosai +ysina } 一 pi = 0 ， (5) 

xcosaz + ^ sina 2 ~ Pi =0. (6) 

显然•％(〜/>> 一定在/»为有限值的点上取得最小值.因此，只要比较 M ( a , .内）和 M (幻 ，九） 的值， M 较小的 
那条直线即为所求 

当 （4) 式分母为零而分子不为零时，解为，孕，警，夸.当分于分母同时为家时，有无穷多 

个解，即任意一条过 n 个点的廣心的直线均使 M ( a ，/>) 为最小，具体的讨论不进行了. 

**) 也可能同时有一对或两对。使/> = 0,但此时代表的直线仍只有互相金直的两条，只是直线方程 
(5) 或 （6) 有两种不同的表示法而已. 

*** ) 特殊情况下也可能有 M ( ai , p :) = M (幻， p 2 > ，此时使 M 取得最小值的直线有两条 • 

【3710】在区间 （1,3) 内用线性函数 a ： r +6 来近似地代替函数 T 2 , 使得绝对偏差 

^ = sup| — (ax+6) I (l^x<3) 

为最小. 

解考虎函数 u ( afb )= A z = sup [ x t — ( ax + b)Y • f ( x , a . b )= jr z — (ax + A ). 

由于 |J = 2: r —〜故当固定时， /(; r , a 4) 只在■处达到极值当限制 l < ar <3 时，只有当 
2< a <6 时， /( H 6〉 才可能在 l < x <3 内部达到极值.于是， 

{/ 1 (1，。，6>，/:(3，“，6>,尸（专，《，6) }， 

{ fH \. a , b ) 9 f x i 3 , aM ) 9 
从上式得知，对一切(〜6>均有 u ( a , b )> 0 . 

设从上式已解出平面区域 A ， 仏及仏，使得 

* 2 ( l , < i ,6) = ( l - a -6 ) z f ( a , fe ) er 2, , 

• 2 (3，“，6) = (9 —3 a — 6) 2 ， （ a ，6) • 

•* ( 音 ’ a •&) = (^- + 6) • (a t 6) G /7 j • 

巾 .，6)>0, 不难看出在区域 a ( i = l ,2,3) 内部均无临界点.再区域边界的状况.以辽及 A 

为例.根据 6) 的连续性，即知在边界上有 = ( 丨一 a _ W 2 , 且满足条件 

( l - a -6) 2 - (何. 

下面我们求满足条件极值的必要条件的点.设 

F ( a ,6) = ( l - a -6) 2 + A [( l - fl -6) 2 -( 手+ 6) 2 ]， 


u(a 9 b )— 


2<fl<6, 

或 a ^6. 




2<a<6. 


则 


£F 

da 

lb 


= -2(,\+X)C\-a-b)~Xa(~ + b ), 
= -2( l + AKl - a -6)-2 A ( y +6). 


使€ = 0, || = 0 且满足条件 l_a —6 关0, ^+^0 的点没有. 

同法可 证:在 仏，仏及^，仏的边界上也无临界点，但 是⑼ — 定在区域内达到最小值.因此，只 
能在 A ， D 2 的边界交点上取得最小值，即在满足方程 


9F 
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(1) 


(l-a—6) 2 =(9-3 a -6) 2 - = (f+ 6) 


的点 U ,6) 上取得最小值.方程 （1> 可转化为下面四组方程 

- fl -^=9-3a-6=- (―+^) 


( 2 ) 



一 / •一 

+h 

(3) 


if 一 

_ 4 + 6 ， 

-a-b=-(9- 

. 3a_ 

-« = — (T +6 )， 

(4) 

一 a — 6= —（9 - 

3a- 

-A) -^r+ 6. 

4 

(5) 


方程组 （2) 无解. 

方程组 （3) 的解为 a = 4, 6= — *|••对应的 △= 

方程组 (4) 的解为 a = 2 f 6=1. ，对应的 ^-2. 

方程组 （5) 的解为 a = 6, 6=—7•对应的厶= 2. 

综上所述， 可知： 在区间 （1,3) 内，用线性函数 4： r _ j 来近似地代替函数 r 2 , 即可使绝对偏差 A 为敁 







第七章带参数的积分 


§ 1. 带参数的常义积分 


1° 积分的连续性若函数 /(x, ： y) 在有界区域内有定义并且是连续的，则 

FCy) =* J f(x 9 y)dx 

是在闭区间 b « B 上的连续函数. 

2 °积分符号下的微分法若除在 T 中所列的条件之外，并&«导数在区域 K 内连续，则当 A 
< ： y<B 时成立 莱布尼茨公式 


吉 L /(: ， _y)dr= J / ;(j ，： y>dr. 


在吏一般的悄况下，当积分的下限和上限为参数: y 的可微函数 ？>(： y ) 和 0(： y ), 并且当 

•则有 

志 J : > /(j ： 9 y)dx= / ， y]0’(y) — / 「央 (>0 ， >]9'(3») + J〆 > /;(: r.y)dx (6<><B). 


3°积分符号下的积分法在 r 的条件下有 


dy | /(x.j»)dr= J dx /(x.y)dy. 


【3711】证明 ：不连 续函数 / U . jOesgrKo : —: y ) 的积分 

F ( y )= J 。 f ( x , y)dx 

为连续函数.作出函败 (: y ) 的 图像. 

证 明思路 当一 oo < y <0 时， F (： y > = l ; 当 0«1 时， F ( y ) = 1 — 2： y , 当 l <> r <+ oo 时， F (: y > =— 1. 

由于 

lim F ( y )= lim ( l -2 y ) = l , lim F ( y )= lim 1 = 1 

”♦0 y ^+0 ”一0 广 一0 

及 F (0) = 1. 因此， FXy ) 在点 ： y = 0 处连读.同 理可讧 fXy ) 在点 y=l 处连续.于是，蚤数 F ( y ) 在一 oo < 
: y < + oo 内连续 . M = F (_ y ) 的®像如围 7. 1所示. 

证当 _ oo < y <0 时， F ( j 〉= J *。 1 • dr = l | 

当0<><1 时 ， F (: y )= (_ l ) dj+f 1 • dx =\- 2 y t 

当 l <： y < + oo 时， F ( y )= f 。( — l ) Ar = —1. 

由于 

lim F ( y )= lim (1—2 y ) = l • lim F ( y ) — \ 

广 +0 y —+0 y *-0 

且 F (0) = 1， 即有 F (- f 0) = F (-0) = FC 0), 

故 ii = F (： y ) 当 y = 0 时为连续的 • 

同法可证(: y ) 当 y = \ 时为连续的.当时， (: V )显然连续.于是 a = F (: y 〉 在整个 Qy 
轴上均为连续的.如图 7.1 所示. 

【3712】研究函数 F (> r )= J ] ^4 dx 



图 7.1 
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的连续性，其中 /(* x ) 在闭区间[0，1]上是正的连续函数. 

提示可证函数 FX ： y ) 在点3^=0处不连续. 

解当: y 关0 时，被积函数是连续的.因此， F (; y ) 为连续函数. 
当: y =0 时，显然有 F (0)=0. 

当: y 〉0 时，设 m 为/(了>在 [0.1] 上的最小值，則 m >0 . 由于 


+y 


dx 


及 Um 


7 =f 


故有 

于是 • F (： y ) 当 : y = 0 时不连续. 

【3713】求： 

dr 


lim F ( y )>^ P >0. 


( 1 ) 


limp 

• •Oja 


l + x *+ tf * 


(2) 


limf ' 

^OJ - 


\/ x 2 +a dx ； (3) 


limf 

•，oJo 


x 2 cosaxdx * (4) 


limf 

n^ooj C 


da : 


dx 


解 d > 因为 r + , «, 1+0 都是 a 的连续函数，故含参变 ft a 的积分 F ( 0 >= i + y + f 是 


一 oo < a < + oo 上的连续函数 t 因此， 

dr 


- F = limF ( a ) = F (0)*£ [ = f . 


(2) 网样 ， F ( a )= J ^ >/ x *+ a 2 dr 是 一 oa < fl < + oo 上的连续函数，因此, 

limf + dr = limF ( a ) = F(0) — f \/ x r dx =2 f xdx =\. 

•-oj-i «-o J-i Jo 

(3) 同样， F ( a )= j> 2 CO saicLr 娃 一 ooCoC + oo 上的连续函数，因此， 

limf x 2 cosaxcLr=limF(a) = F(0)= f x 2 dx= 

• •oJo • Jo o 


(4) 考虑二元函数 


f ( x , y ) = ^ 


1 + Cl + xy ) 


j f 


0«1，0<3<1 


0 < r < Uy =0. 


由 lim(l + u ) i« e 易知 /( x ,： y ) 是 0< x <1,0<)<1 上的连续函数•从而，枳分 F ( y )= f f ( x , y)dx 

n—*^0 Jo 


是上的连续函数，因此 ， o F _ F ⑹ •从議 


limf ' 

鳄 0 


da : 


7 = IimF (- i - ) = F (0)= J /(. r ,0) dj = J 


dj 


e x 


1+〆 -"l+f 


=ln IT ；- 


。 1 + ( 1 + 子） 

【3714】设函数 /( r ) 在闭区间 [ A , B ] 上连续.证 明： 

lim 4 - T [/(^+/ i )-/(0] d /=/( x )-/( a ) ( A < a < x < B ). 

证 明思路 只要注意 /(J 在 [ A , B ] 上连绩，故它在 [ A , B ] 上存在原函数 FU ), 印 FCx )= JyCOd / , 

F / ( j ) = /( x ) 将所要 讧明等 式左端的极限用函数 F ( x ) 表出，即易获证. 

证由于 /< x ) 在上连续，故在 [ A ， B ] 上存在原函数 FU ). 于是， 

lim - J - [ [/(/ + / j ) — /⑺] df = lim - J -[ FCx +/ i ) — F ( a ^ h ) — F ( j ) + F ( a )] 
n ju a-^+o n 

,• F ( x +/ i ) — F ( x ) ,• F(a + / i ) — F ( a ) ^ x …，、 " 、广 ， 、 

=lim - 7 -— lim - 7 - = F (j) — F ( a ) = /( x ) —/( a ). 


137151 在表达式 


limf ' 

y-cjo 


: y . 
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中，可否在积分符号下完成极限运算？ 
解不能.亊实上， 


limr 

y-ojo 




而 


= 3( 一—卞 |:)=5(|-+ e -☆)= 

I ^lim^-e ^ ^d-r= J 0 • dr = 0. 


【3716】当 : y = 0 时，可否根据莱布尼茨法则计算函数 

FCy )= £ In v/x 2 + y 2 dx 

的导数？ 

提示 当 ： y = 0 时，不能在枳分号下求导教，就是求右导数或左导数也不行. 
解不能.事实上，我们有 ：当: V 关0时， 

F(y)= J In \/x 2 +y dx = xln */j 2 -\~y 2 - J dx 

=ln \/l+y - J (1 —^d-r^ln —1+yarctan 


又有 


由此可知 


F (0) 


I ! 


lno:dj = xlnjr 




F (0)= lim 


F / .(0)= lim 
”一_ 

故 F '(0〉 不存在. 

另一方面，当1>0时， 


F ( y )- F (0) 

y 

F ( y )- F (0) 

y 


lim 

，一 ^oL 


l+v) 

2 y 


+ arctan 


讣 f ， 


，。[ 10(1 2^ )+ 訂咖 士]―号， 


故 


£ (fy {n 〜 W ) U dj = 0 . 

由此可知，当: y =0 时不能在积分号下求导数，躭是求右守数或求左导数也+行，因为 
F ；( 0 ) = f ^ 0 =|[ (^ln ) j 产。仏 FU 0)=- f ^0=£ (吾 In 


【3717】若 

计箅 F ' (: r ). 

解 F ( - r)= £ (x2)e 


FCx ) 


= i ： 


d：y 


一 一•叫，+ £ 去 (e ” 2 >—21 〆 一 〆 - {； 


y 


办. 


=广 er-^-^dxi 


【3718】 设： 

(1) F<a) 

(4) F(a) = J /(x~fa.x —a)dx ； 

求 F f ( a ). 

解 （ 1 > F ' ( a ) = 一 sinae •… 1 - cosae * 


(2) F ( a )= r ^ x , (3) F ( a )= [ ^±^dx 

x Jo X 

(5) F ( o )= dx J sin ( x 2 -\- y 2 ~ a 2 ) dy . 


• + p yr ^ e - ' /TZ7 < 

J nn* 

a 、 「/, x _ sina (6 -f a ) sina ( a ^ a ) A f ^ # 」 

(2) F ( a ) = - j-r - X - ^ cosoJrdr 

at a “ 卞 a J 

=( 丄 + 厶上 )sina(6+a) _ ( 丄 丄 )sino(a + a). 
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(3) F ，( a > = 丄 ln ( l + i )+ [• y - tI — dr =— ln ( l + a 2 ). 

a Jo 1 十 a 

(4) 设 M = x + fl , v =: r — a ， 则 F ( a )= J f ( u , v ) dx . 于是， 

F'(a) = /(2 a ， 0)+ [: [/ 

= /< 2 a ， 0)+2 J : / 


= /(2 a ，0) 十 2 J : / 

= /(2a ， 0) + 2j:/ 

= /(2 fl ， 0〉+ 2j: / 


( utv ) — / t ( tt t x/)]dx 


(«， v ) dr-J [/ I + / p ( u . v)]dr 

(w*v)dr— J 去 /(M ， v)dr 
(« f v)dr —/(x+atJ—a) | 」 


( u f v ) da ：—[/( 2at0 ) —/(at 一 a )] 


==/( 0 ,- a ) 十 2J / l ( M , v ) dr . 

(5> F '( fl >-2 a J • S ifiG /+： y 2 - V ) d ： y + J: 2 ^ J ^ s » n ( x 2 +y — a 2 > d ： y]dr 
= 2a 1 2 sin ( a 4 +： y 2 - a 2 ) dy + J 。| sinCx 2 + ( jr-f o) 2 — a 2 ] — sin [ x 2 +( j — a ) 2 -* a z ]( — 1 ) 

+ J " ( —2 a ) cos ( j 2 +y — a 2 ) dy | dj ： 

= 2 a | 2 sin ( a ’ 十 y 2 — a :〉 dy + J 。| sinGx 2 十 2ar> 十 sinU /— 2a:r) 十 J (― 2 <») 008(? +y — a 2 ) cb»j dr 




= 2a j 2 siW+y* 一 a 2 )dy+2 J* sin2x 2 cos2axdj ~ 2<r J dx J cos( j 2 + >» 2 — o 2 )d>>. 


I 3719 J Xi 


F ( j )= ( x + y )/(>») d >. 


其中 / U ) 为可微函败，求 F ， U ). 

解 F / ( x ) = 2 x /( x )+£ /( y ) d >, F # r ( x ) = 2/( x )+2 x / / ( x )+/( x ) = 3/( x ) + 2 x / / ( x ) 

【 3720 】 设 F(x)= J /(y) j x —I dy* 

其中及 /(； y ) 为可微函数，求 F v ( x ). 

提示分别就 z6U ， 6) 及 : r 两种情况求解 . 

解当 re ( fl ， 6 ) 时，由于 

F ( x )= J ( x — y ) f ( y ) dy -\~ | ( y — x ) f ( y ) dy 9 

故有 

F ’(: r ) = ^；J (j ： — 3 ^)/(^) — ^ ( y — x ) f { y)dy 

=£ ^[(x~y)/(3»)]d3»— x)fiy)My= £ /(y)d>-4 - /(y>d ： y ， 

F \ x ) = fix ) +/( x ) = 2 /( x ). 

当 时，例如，则 F ( x )= j ] (: y -： r )/(30 d ： y ， 故有 

F / Cx )*= J ^[( y — j )/(>)] d >»= — J / Cy ) dy * F # ( j :)= 0i 

同理，对于 x > b 也可得 F " Cr 〉= 0 . 总之， 
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F "( x ) = 


{ 


2/( x ), xe ( a , b ) 9 


0, 


(a f 6). 

【3721】设 F (^) = p -£ fU ~^^ v ) d v U >0)， 

其中 /( ： r> 为连续函数，求 F "( x ). 

解 FU) = vL de \ k o /( 工 + 奸…7=各£ C / 

于是， 

K ， ( ^=Fi;mr /<u)du ] df 

= ^J 。 [/(x+^+A)—/Cx+0]^*^- /(li)dii —J 

F"(:) = ^~[/Cr+2/i) - /(jr+/0—/( < r+A)+/(:r)] 


/(w)dw 


= ^-[/( x +2/ i )-2/( x +/ i )4-/( x )]. 


【3722】设 


F(X)= J: fMU-ty~ x dt, 

求 F u , ( x ). 

m f'(jo= J o ’ |^[/(/)(x-0-- , ]^=(n-l)£ fU)U-tY 
F ^( x ) = ( n - l )( n -2) /(0( x -/)*~ 3 d /. 


dt 


Fc_ l> (: r 〉《 (”一 1)! £ /(Od/, 

烺后得 F < - > ( x ) = ( n - l )! /( x ). 

【3723】在区间上用线性函数 a-¥bx 近似地代替函数 f ( x )= x z •使得 

J ( a +6: - x * )* dr = min . 

解设 F ( a ,6) = f ( a +6 ：r — WcLr , 則由于 F ( a ,6> 是 a 和 6 的二元连续函数，并且易知当 


vV +6 2 —+ oo 时 ， F ( a ,6〉—+ CO , 故 F ( a ,6) 必在有限处取得锜小值.解方程组 


得唯一的一组解^= 


11 


3F 

Ta 

SF 

.lb 

， 6=4. 


= 2 J (a + 6r - :r 2 )dr = 4a + 86 — ^ = 0. 


-I! 


xia + &r — x 2 )dx = 8。 + 


f- 


40 


于是，当 = 6=4, 时 F ( ci ,« 达最小倌，即所求的线性函数为 4 x - y . 


【3724】依条件 ：函数 a + 心及 在已知区间[0,〗]上的均方偏差为最小，求近似公式 

\/l + J z ^ a~\-bx ( O ^ x ^ l ). 

解按题设•即在区间 o < x <】 上用线性函数 a +6 x 近似代替函数 /( x 〉= v / TT ? ■，使得 

J ( a +6 x — \ Zl + x * ) 2 dx = min . 

SF ( a ,6)=£ (a + 心一 v ^ TTPVcLt ， 则 F ( a ,6) 是 a 和的二元连续函数，并且易知当 r = vV +6* — 
+ OC 时， F ( a ,6)—+ OC , 故 6) 必在有限处取得最小值.解方程组 
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'dF 

3F 


= 2 J* {a+boc— \/l+x 2 )dx=2a4-6 — [i/2+ln(l+vT)]=0, 

-I! 


x{a+bx— y/\ + x z )dj=a + —6—— (2>/2 — 1)=0 


得唯一的一组解 934, 6^0. 427. 

于是•当934,6〜 0.427 时， fXa,6) 为最 小值，即所求的近似公式为 


x/l+? ^0. 934+0. 427x (0 <j<1). 


[37251 求完全椭圆积分 


E(,k) = 


X 

= T yr ^ 


及 


F(k) 


rf d<p 

Jo 義 /l 一 


y \- k 2 

的导数，并把它们用函数 eu) 和 fu) 表示出来. 


<pd<p 


(0<k<\) 


9 


证明： £XA) 满足微分方程 


fcT ⑷ + + E ：' ⑷ + = 0. 


提示注意 ra>= Ea) ~ Fa) 及 f 'a) = _^+pf^. 


解 


一是 2 sin 2 <p 一 


d<p 


£ Ta > = - f f -- r - H 广士 f 

Jo V\ — k 2 s\n Z (p ^ J° y/]—k z s\n 2 <p 

=士[[。 ? 加，- f ⑷ 

F Jf 


>/\—k 2 SlTY<p 

一丄卩 n-*Wy )_ 
k Jo ^ 


( 1 ) 


d<p 


(l-k z 3 in 2 <p)T ▲ J 。（ l-PsinV + 

= 一丄 p dy 本丄 ^_ 

k Jo V\-k 2 s\i\ 2 <p k Jo (l-^ 2 sin 2 9)7 

我们易证 （1 一 Psin 2 ^?) 7 =- 】 > 7(1 — ife 2 sin ? y) + — i sinycosyC 1 — ^r 2 siny) ?] 

故有 (1—^ 2 sin 2 9?) i dtp™ J 0 ? (1 ~^ 2 sin ? 95)T d^. 


于是， 


F\k) = 


b\k) 


E(k) 


kil-k 2 ) 9 


( 2 ) 


由 （1> 式•对 A 再求导数.并注意到 （2) 式.即得 


tT(k) = 


[ E , (/ fe )- F / (^)] it -[ E (^)- F ( it )] 


m E(k)-F(k) { F(k) 


E ( k ) 


k{\-k 7 


k-kE'Ck) 


k 2 


k 2 


E(k) £TU) 


H 2 k ， 

即 Erck )+ 

【3726】证明 ：阶教 n 为整數的贝塞尔函教 


fcTU) , E(k) 


/.(x) =-~ I cos( ntp— xsin^) d<p 

满足贝塞尔方程 x 1 /*<x)+j/!,(x)4-(x 2 —n 2 )7.(x) =0. 

证 J'n (x) = -^ J* sin^sin( ntp— jsin^) dtp ♦ J ，， m (.x) = — J sin 2 ^cos(72^—xsin^)d^. 

于是， 
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•r 2 «/: (x)-fxil ( j)4-(x* —7i 2 )J w (x) 




=— 


J [(j: 2 sin 2 n 2 — x z )cos(n95—xsin^>) — xsin^jsinC/*^—arsing)]d 9 ? 

— I [(n 2 — x z cos 2 < p ) cos( rup ^ xsirup ) — arsin^in (xsin^) J 
n: J o 


- (n + _ 


* 

“ n 沪） =0, 


本题获证. 

【3727】 设 


/(a) 


y(x)dx 
y / a—x 

其中函数 pCr) 及其导数〆(：!：)在闭区间 0<x<a 上连续. 


= fo 


证 明：当 0<a<fl 时，有 


r ( a )-2 M + f ^=< Lc . 

Vo Jo y/a — x 


撝示令 j ： = d . 

证当1=< ? 时，一般说来被积函数变成无穷，所以，我们不能直接在积分号下求导数.设 

^ I :繁 


则此积 


分变成以下形式 


1 (a) 


d /. 


由于 


VI - 


在 [0,1] 上绝对可积，故可利用积分号下求导数的公式.于是， 




<p(at) 


“16 


(at) 




再将 X=w 代人上式，得 


心去 J: 


y (- r ) 

Vcr^x 


<Lr + 




U ) 


- 


利用分邡积分法可得 


1 ； 


普心士盼音 j: 


/ (r)djr. 


另一方面，又有 


[• x<p ( x ) ^ 

Jo ^ 


=— 


\/o —x 9/(:r)dr+a J 。 

Cjt ) t 


\/a —J 


将 （2) 式及 （3) 式代人 （l) 式，煅后得 r( fl )=f 十^ ^ 


【3728】 设 


其中 


va —x 
u(j) = K(x,y)v(y)dy, 
x(l — y ). x<>t 


K(x 


，: y )=[ 


y(l — x ) 9 x>yt 

及 x；(：y) 都是连续的.证明：函数 《(x) 满足方程 

M / f ( x )= — V ( x ) ( O ^ JT ^ l ). 


u(x)= ^ >»(1 —x)v(y)d>»4- I x ( l — y ) v ( y ) dy . 


证由题设得 
于是，求导数即得 

u(x)=~x(l—a:)v(jr)— _yi/(_y)d_y->1:(1—J < 1 —>)v(.y)d^ 

| o yx ;(^) dy + I (1— 

u \ x ) = —xx/(x) — (1—x)v(x) = — v(j), 


=— 


所以，函数 u(x) 满足方程 
【3729】 设 


1/’(工)= — v (: r ) 

F(x,y)= J x ix — yz ') fiz ^ dz . 


(1) 


( 2 ) 


(3) 
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其中/(2)为可微函数，求 F ^ Cx ^ y ). 

解 F ， x {x 1 y) = y(x~xy i )f{xy')'¥^ j f(z)dz 9 

F ， , xy ^ix-xy 2 ')f(.xy)-\-yi-2xy')f(.xy)+yU-xy l )f ， {xy)a ： -\-xf{xy'>+yf[-j) 


= x(2-3y 2 )f(xy)+x 2 y(l-y z )f ， (xy')+p 


W. 


【 3730 】设 /(or) 为二阶可做函数及 FCr) 为可傲函数 . 证明 ：函数 

w(U) = -|-[/(:r_fl£〉+ /(:r+ar >] 十士 J F(z)dz 

满足弦的振动方程 g = g 及初始条件 : 《 (x ， 0> = /(or), u ： (x,0) = F(x). 

= a/^x — aO + a / ， ( x + a /)] + -|- F ( x +< i /)- i -^- F ( x — a /) ♦ 

= -|-[a 2 / ， / (x—a/)-f-a 2 /" ， (a ： -t-ar)] + -|-F "(x+a/) —-|-F '(x —af). 


证 


(1) 


du 


— — F(x+a/) — 2 ^ Fix—at ), 

= "|~[/” （ 1 z—af)+/ / '(a:+af)] + 士 f* '(x+ar) — ^ F \x—at'). 

比较 （1) 式及 （2) 式，即得 g = 0. 此外，还有 

“(了，0) = ~|~[/( ： 1：—0 • 0 + /(1十0 • r)] + 占 J 。 FCzJdz-^/Cx) * 

u, (: r ， 0 ) = ~|~[-a/'( < r)+a/ / (:r)] + ~|~f’(:c) + ~^F(:) = i r ( > r>. 

本题获证. 

【3731】证明：若函数 /(:r) 在闭区间 [0,/] 上连续，且当 O«_(x -0 2 + y +/ 关0,则函数 

/( ⑽ 


( 2 ) 


«(x 

满足拉普拉斯方程 

证利用积分号下的求导法则，得 


， y ， Z ) = 


ycr — ^ 2 + y +^ 


5? + §7 + & =0 - 


du 


2 Cr — 6)/( 的办 


-I ； 


(x-€) /( 幻 d6 


2[(x-^) 2 +y 2 +^]T J 。 [Or—#+y 2 +* 2 ]+ ’ 


g_rmy-d 


「 /( g )[ 

Jo 「Cr 


df 


同法可得 


[Cr 一 0 2 +y+ Z 2 ]T 

d z u_ ^ /(g 〉 [ 一 （ 1 -^+ 2 ： /-Z 2 ] 


V 

d 2 u 

d ? 


[( x - e > 2 + y+^]f 

_ r /( 的 [ 一 (x — $) 2 — y—2z 2 i 


I 


将 （ 1) 、（ 2) 、（ 3) 三式相加，即证得 


[( x _$) 2 + y *+* 2 ]+ 


9 2 u { d z u { d 2 u 
dx 2 dy 2 dz 2 


de 




( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


= 0. 


应用对参数的微分法，计算下列 积分： 


【3732】 


I ； 


ln(a 2 sin 2 a: 4- 6 2 cos 2 x) dx. 


解将 6 视为常数， a 视为参变京.令 
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Ha )= ln ( a 2 sin 2 x +6 2 cos 2 x ) dx . 


先设 a >0,6>0 我们有 


I \ a ) 




x +6' cos 2 


若 a = 6,有广⑹ = jj : sin * xdx = j ^. 
若 a 关6,则作代换£=«1^,得 


ru )-— 


t 2 ^ 


?叶+5) 


^ arctanr -^^ -yarctan 


?) 1 厂=為 


因此， 


积分之，得 

其中 c 为某常数.令 a = 6, 得 


// < a > = ^ ( 0 < a < + oo ). 

JU ) = xlnU 十 W + C (0< fl < + oo ), 
I ( b ) = n \ n 2 b + C . 


I ( b )= In 6 2 dar = » rln 6, 代人，解之，得 C = trlny . 于是， 


/( a ) 


= ji ! n (« + 6) +xln - i - = 7 rln (0< a <+， 


若 a <0 或6<0,则可化为 a 〉0 a 6>0 的悄形，得 


于是，不论是正是负，在任何情形，均有 


J *^ ln ( a 2 sin 2 x +^ cos 2 j ) dj=nln 丨“ 丨 


【3733】 


f> u 一 


2acoso:4-a 2 )dr. 


解题思路令 /( a )= [" ln ( l - 


) cLr . 


当 U |<1 时，可在积分号下求导教，并利用2028題（1〉的結果，易得 /< a ) = 0. 

当 U |>1 时，令 6= f , 可得 /( a ) = 2 ir ! n | a |. 

当 | a | = l 时，利用2353超 （1) 的结果，可得 1( a ) =0. 

解设 /( a )=| o " ln ( l -2 aCOSJ + fl 2 > dr . 当 | a|<l 时，由于 

1 — 2 acosjr-f a 2 ^ 1 — 21 a | + a 2 = (1 一 | a | ) 2 >0, 

故 ln(l — 2 flCOS x + a 2 ) 为连续函数且具有连续导数，从而可在积分号下求导数•将 K “） 对 a 求导数，得 


/，(a)= Io 


— 2cosx-f 2o 
1 —2flcosx4-a 2 

l - a 2 f - . 
aCl + a 2 ) Jo , 




_ dr _ 

(1+ a 2 ) —2 acosx 


1 十 


函 


, = JL - 


: tan (民 tan f )1: >= f 


= 0 . 


于是，当 k |< l 时， fU >= C ( 常数）•但是， /(0> = 0, 故 C =0 •从而 JU >=0. 
当 | a |> l 时，令6=1,则161 <1，并有 1( b ) = 0. 于是，我们有 


1( a ) 


当 U 卜1时，有 


= J: ln ( 


6 2 — 26 cosx + 1 


^ dx =/(6) —27 rln |/>| = -*27 cln |6| = 2 nln|a |. 


/(!)— J In2(l —cosx)dr = J (ln4+21nsin f )dx = 27cln2+4 J 2 lnsin/df = 27rln2+4 ( 一 jln2) =0 ； 
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同法可求得 /( 一 1>=0. 


综上所述，故知 


’> (1 — —) H 2 二， 


137341 


利用2028题 （1) 的结果. 
利用2353題 （1) 的结果. 
arctan ( atanx ). 




taru : 


解令 /( a )= /(: r ， a ) dr ， 其中 /( x , a ) = 


arc(an(fltanj) 

tanx 


• 本来 fU ， a ) 在 i = 0 和: r =+ 时无定义 


但因 /(: r ， a )=0, 故若补充定义 /(0， fl ) = fl , /( j . a ) =0•则 /( j *， a ) 为 (Xigj 

一 oo < a < + oo 上的连续函数. 

又当 0<: r<"| ■，— oo< a < + oo 时，有 


1 ( xt «) 


tarur 


tanx 1 + a 2 tan 2 x 1 + a 2 tan 2 jt * 


而按规定 /(0, a ) 


( y ， a ) =0,故 


： CO . a ) = l . /: (号, a )=0. 


由此 町知， 


( xta ) 


l + a 2 tan 2 x f 


0, 


0< x < y , - oo < a < + 

工 =1 ■，一 


显然 /:( jr,d 在 0< x< 号， 0<a< + oo 上连续•在— oo< a <0 上也连续（注意，在点 
= 0不连续〉，故由积分号下求导数法则知， 

J/(a)= L f rw 

作代换 taar = “得（当 a 2 #l 时） 


=JL 


dx 


(0<a < + oo 或 一 oo < fl <0). 


L ? I 


dx 


+ a 2 Xan 2 x 


\：z 


dt 


若 a 2 = l , 则 


总之，有 


积分之，得 


TTTkTT ^ T ) - r^L ( TT 7"~ a 2 ^ + i ) dr = 2 (i + Ul ) 

lo" rr a Wx = l! C 0 s 2 xdx= ilo f ( 1 +cos 2 x)dj= f- 


Via ) 


2(l+k|) 


(0<a< + oo 或 一 oo< a < ； 0). 


/( a ) = -|- ln ( l + a ) + Ci ( 0 < a < + oo ) f 


/( a ) 


= — 


■|~ ln(l — a )+ C 2 ( — oo < a <0) 


其中 G ， C 2 是两个常数•由于上面已述 / U , a ) 在•，一《0<^< + 00上连续，故 /(«) 在 _ oo <“< 
+ 沈上连续，因此 lim /<a)= lim /(“）= /(0),但 K 0) = 0, lim /( a ) = C ,, lim /( a ) = C 2 ，故 C , = C 2 =0. 

fl — 0+0 a *0 — C •一 0+0 a -^ 0—0 

于是，最后得 


1( a ) = -|-sgnaln( 1 + | a | ) 

[37351 [ f C|a|<l). 

Jo 1—acosx cosx 

解解法 1: 


(— oo < a < + co ), 
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设 /(a>=f 由于 


1+acosx 




cos* 






\-a z 


1 — 2acosx + a 2 cos 2 x 1 + 2 | a ] +a 2 (1+ |a| ) 


7>0 


故为连续函数•又由于 


lim 


1 1+acosj ,• ln(l+af) — ln( 1 一 at) v . 1 1 — . 

In -- = lim - - lim -:- 


1 __ 


= 2a 


今补充被积函数在 


处的值为 2a, 即易知被积函数为连续函数，且它对 a 有连续导数，从而，可在积分 


号下求导数，得 

( JT ^ 


—flCOSJ ) 心 


l^i{ arctan (\/^ tan f)+ arctan (V^ tan 'f 2 = 7f= 


从而 •/(£!> = »rarcsinfl + C ( ja|<l ) •又 /(O )，。， 故 C=0. 于是， 

1+acosx dr • 




1 一 


(|a|<l). 


利用 2028 题 （ 1) 的结果 . 


解法 2: 

把被积函数表成下述积分形式 




1 +acosj 


- J：r 


dy 


〖V 


注意，此式当 x=j 时也成立，此时左端应理解为其极限值 


lim 


ln ^±£^£ = 2 a . 


—acosx 


于是，当关 o 时， 

ff | 0 1±0008£^ = 2 ff dy 

Jo 1 —acosx cosar Jo Jo 1 一 


y 2 


= 2 a W: 


Ax 


— a z ycos 2 


2a 


I ： 




Vl—a 2 y 
当 a=o 时，原积分显然为零 . 因此， 


iinay 


7rarcsirui 




1 十 acosx dx 


acosx cosx 
利用 2028 题 （ 1) 的结果，即得 
dx 


C\a\<\). 




1~~ - —— )心 
丄 一 a vcosx 7 




(V 


l+ay 


j +arctan^^/|—^ tan 


a y 


) 


JL 

T 


137361 


解 \l 


2 V\-a 2 y 2 2 2 y/l-a 2 y i 

利用公式•计算积 M : 


dr 


yi - x 2 


dx _ 「 dr P 

y / l -^ Jo yi - X 2 




1 +xV 
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由于函数 


1 +xV 


在 0< x<K 上连续，且 


1： 


dr 




7 = W : 7f ^ 


在 [0,1] 上绝对可积,故上述积分号可交换 

dx 


v/l-ar 2 (l+xV) 


( 1 ) 


作代换 x = cosr ， 可得 


dr 


Jo VT ^^ U + orV ) 
于是，由 （1) 式及 （2) 式即得 

cLr 


^ = L 7 


dt 


l + y 2 _ 


v i+y 


(tarn \ 

WTT 7> 


( 2 ) 


2 Vl + y z 


= Jo2 


^dy 


vi-x 2 jo 2 yirp 

【 3737 】应用积分号下的积分法，计算积分 

x h -jT 


yln(y+ yrr7)|] = -fln(l+V2). 


M 
■ 0 


lrLr 


dr (fl 〉 0,6 〉 0>. 


解 &先注意，因为 


lim ^— = 0, lim —= lim 


- ax * 


iru- 


Inx 


=lim ( bx h — ax a ) = b — a ^ 


故 J: 


lna * 


cb ： 不是广义积分，并且，如果补充定义被积函数在 x = 0 时的值为0,在 x = l 时的值为，则 


口 I 理解为 [0,1] 上连续函数的积分.由于 

j ^— jT 

\nx 


= J * x>dy (0«1) 


(注意 ， z =0 时左端规定为 0 , 1 = 1 时右端规定为，而函数/在 0<: r < l ， a <： y <6 上连续（不妨设 
«<6>，故有 

L = £^ 1 ! x>dy= 1 ! dy L L ifc = ln fr !* 

【 3738 】计算积分 •• 

( 1 ) J sin(In 士 ) J ； (2) J cos(ln + )^-|^ a -dj ( a 〉0’/!»〉0). 

解 U ) 不妨设 a <6. 

Ji = £ sin(lni)irJ*xM>= £ dy£ S in(ln 士 )_r ，心 . 

这里，当 x =0 时， Sindn 丄〉 J ：， 理解为零，从而， sin ( ln 丄 Xr y 在上连续，故可应用积分号 

x x 

下的积分法交换积分次序. 

作代换 x = e 〜，可得 


| sin (in ~ ) x , dx = J e • 1 》* sin/dz = 


1 + (1+# 


[—( y + l ) sin / — cosf ] e ' 


l + (l + ： y) 2 . 

于是，最后得 


+ (l+ ： y) 


2 = arctan(l + >) 


= arctan ( 1 +办> 一 arctan ( 1+ a )= 

(2) 同 （1〉 并利用 1828 题的结果易得 


_ b—a _ 

l + (l+fe)(l + a) # 


( ln 士) ^ = \[ dy \] ^s(ln^)x>dx =|； ^Uyy dy 
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=> 出 …] l:+KISI. 

*) 利用 1829 题的结果. 

【3739】 设 FU ) 和£(幻为完全椭圆积分（参阅习題 3725). 证明 公式： 

(1) J* F( 々 ) 々 cU = EU) — 々 iFU), (2) J* E( 々 McU = +[(l+ife 2 )£U)—ife;FU)], 

其中 M = l — A 2 . 

证明思路 利用 3725 題 的结果，可得 

lE ( k )- k ] F ( k)y = kFa ) 及 +[( l +々 2 〉 EOO -« F ( iO ；] / = ife £： U >, 

从而，公式 （1) 及 （2) 可获证. 

证<1)利用3725题的结果，可得 

[E<A)-«Fa)] / = E / a> + 2ifeFU)-(l-ifc*)F # a) 

ECk)-F(.k) 


+ ~-叫為- f 


kF(k). 


于楚， £(々）一£ kFik ) dk + C t 

其屮 C 为常数.但当 ♦ = () 时，上式左端为£(0> — F (0〉= ~| ■一-|> = 0,而右端等于 C , 故 C =0. ft 后证得 

J* kF(k)dk-=E(k)-k]F(k). 

<2> 由于 

YL(^+k z )E(k)-k 2 l F(k)y = YL2kECk)-h(\-\-k 2 )E , (k)^2kF(k)-(\-k 2 )F , (k)^ 


T 


2kE(k) + C\^-k z ) E(k) ^ F(k) -^2kF(k)-(\-k z ) 


^ - 〒 & 麵， 


故 y[(l+^)E(A)~ik?F(A)]= J* ▲£U)<U + C, 

以 k = 0 代入上式，得 C =0. 于是，垴后证得 

【3740】证明公式： £ x ； 0 ( x ) cLr - J J 1 ( x ), 

其中 Kx 〉 为阶数是0与1的贝塞尔函数 （参 阅习题 3726). 

证 


J i// 0 (M)dM = -^-J* udu J cos( - Msin^Odp 
= -^- J udu J [cos( 9 ?— usiiup)cos<p-\-sin(<p— Msin^sin^Jd^ 

=-~ J du J ucosC^s—usin^j)cos9xl9j4--i- J du [ us\n(<p— us\n^>) s\n<pd<p 
=~ J du J cos(^) — usin99)d(usin9j) +— J dy? J usin( <p— usin^) d( Msin^>— (p) 

= -^- J du J cos(f~iisin^j)d(Msin 9 >— 9 ) + -^J da J" cos(^3 — Msin 9 >)dp+-^~ J J udcos (， 一 wsinp) 

= -^- J du J cos(yj—usin 9 ))d 9 >+-^- J* xcosC^j— xsin^j) dtp — ^ J d^J" cos(^>—usin^dw 
=~ J du J cos( 9 ?—usin^ 〉 d^+-^ f xcosC^j— xsin^d^ — du cos(^—wsin^d^ 
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— J o jtcosC ^— xsin ^) d ^= jt/i ( x ), 

上述各式中的被积函数显然 为“及 p 的二元连续函数，因此，交换积分顺序是合理的.本题获证. 


§2. 带参数的广义积分.积分的一致收敛性 

I 0 一致收敛性的定义设函数 /( try ) 在区域 + 内是连续的.若对于任何 e >0, 

都存在数 B = B ( e ) ，使得在 b ^ B 的条件下有 


ir 


/( x , y)dr 


<e ( yi < y < y2)f 


则称广义积分 


I fix^y)Ax 


⑴ 


在区间 ^ ，: y 2 ) 内一致收效 • 
积分 （1) 的一致收敛与形如 


2 /(:，，)& 


( 2 ) 


(其中^2=山<〜<02 2 <0"<1<(^ 1 0“，且|丨11^_ = +00)的一切级数的一致收敛等价. 

m—oo 

若积分（1>在区间（: y ,，： y 2 ) 中一致收敛，则在这个区间内它是参败 y 的连续函数. 

2°柯西准则积分 U > 在区间(: yi ,： y 2 ) 内一致收敛的充分必要条件为：对于任何 e >0, 存在数 B = B ( c ), 
使得只要 ^> B 及则 


/( xty)dx 


<c ( yi <« y < y ? )• 


3°鴯尔斯特拉斯准則.积分 （1) 一致收敛的充分条件为：存在与参数： y 无关的强函数 F ( o :>, 使得 
(1) 当 a = Cr < + oo 时 l /( jr , y 〉|< F (: r ), (2) | " F ( x ) dr <+ oo . 

4°对于不连续函数的广义积分有类似的定理. 


求积分的收败 a : 


137411 r 

提示当时，由易知积分收敫.当 d <0 时，枳分发敢. 

解当 a ^ O 时，而积分 

J : 為 = ar cuar 

故原积分收敛. 

当 fl<0 时，原积分 M 然发散.于是，积分 f&dx 的收敛域为 a>0 的一切 a 值. 

【打4 2 】 ^ ^T^dx. 

解首先注意 ( 志 ) 产 - 

若 maxQ,*?)〉〗， 则显然当: r 充分大时/ <0,从而，当 x 充分大时函数是递减的，并 
且很明显，这时.又因 If cosxdr| =|sinA|^l (对任何 A> tO ， 故知] 收敛. 
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若 max (/>， g )< l •则恒有故函数在了彡 tt 上是递增的.于是，对于任何正 整数〜 


f 2 -^f 
J 2 m 


3 TCOSJ 




T ^+ TT 9 4 8( 〆 + 沪） 


= 常数 >0, 


故不满足柯西收敛准则，因此•积分发散. 

【3743】 Jr 学 dx . 

解若《?=0,则由于积分 J " 厂士 dx 仅当/>>1时收敛，而积分]^ 士 dr 仅当/>>1时收敛，故积分 
| o ^ 对于任何的 p 值及 <7 = 0 发散. 

若则积分 ]^_心=]^0：_〜 1 ^(^,利用2380题的结果即知 ： 当 '〒 <1 时,原积分收敛. 

137441 1； liSr- 


解题思路 先考虑积分 £ 1^7=1' lrT _ (士) dr •并利用 2362 题的 结果. 再考虑积分 f J ^ Ji ： = 
I ' €，由—丨）， j ^7 = , 可知私分 f #与私分 f 有相同的铁歌性.餘合上述两个相分 


的结策即可求得原枳分的收敛域. 


解考虑积分 




利用2362题的结果即知：它当~/>>一1或 p <\ 时 收敛. 
冉考忠积分•由于 


l)P \^ = [力忘 ]、 [, 。士 ]、 h 


故积分 f 与积分 f 具有相同的敛散性 ， 而后者显然当 P <1 时收敛，/>>1时发散，从而，前者 


亦然 • 


于是，仅当/ ><1 时•积分 f ]1^7收敛. 


I 3745 J 


I 

cos w , 

yr ^ • 


« j ： & =i 


vmi 


由于当 o < x < i 时，对于任意的与^ = :都是单调有界函数•故原积分与积分 f ---^ iZjdx 同 

V\+x Jo Vl-x 

1 

COS ■ 

敛散.对此积分代换，则得 [' -77=^= P 

Jo VT— X t z ^T 

易知积分 JT " 1 ^ dc 仅当 a >0 时收敛.亊实上，当 a 〉0 时它显然收敛.当 a =0 时它显然发散•当 a <0 时， 
令/?=一《 (沒>0),则对于正整数 H 有 
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I ' /^cos/dfX2n7r)^ -y ■ 一 ►loo (w—oo )， 

J 2« V 2 4 


故积分 J 7° # c OS / dz 发散. 


于是，积分 £ ---.^ dx 仅当 2 -七 >0 时收敛，即仅当《<0或 n 〉 +时 收敛. 

【3746】 Jr 


Y 十 sii 


dx (p>0). 


解因为 


lim 


+ sinj 


= 5 lim 


p>U 
y. P=l, 
P<1 9 


I 0 9 


故 o :=0 不是积分的瑕点，因此，只要讨论积分 ff (/ >>0) 的敛散性.由于 


sinj ： siar 

■. . . =: ■ ■ I ■ — 


而 f; 


siar 


?+siar j :， （: r ， 十 sinx )， 

ydx 收敛（当 p >0 时），故只要讨论 

f … sin 2 x 

] 2 


: x’ + sinx) 


dx 


的敛敗性.但当/0>0，工>2时， 


0 




cos2i 


1 _ sin 2 j 〈 sin 2 j 〈 sin 2 x < 1 

J ~x^x p +1)+ siar) ^x p U p -\)^x p {x p -\Y 

当 0< p <+ 时发敗，积分 £"■ 


W + 1) 


x p (,x p + \) x^(x^ + l) 

而易知 f 恒收敛(当 p >0 时)，积分 £ 

当户> + 时收敛，故积分当 /»> +时收效，3 0< p <~| ■时发敢•由此可知，积分 

r (夕 >◦) 仅当 户〉 +时收敛. 

利用与级数比较的方法硏究下列积分的收 敛性： 

【3747】 J 厂 


+ fl 


解设 a >0 .我们证明 ：对任 何数列 

0 = a 0 <^i <^2 <…<… （ a. 


级数 Sf ^ 1 都收敛.亊实上，有 

0 ^ % 


!：： 


+ a 


cLr = 


_ sinj- *»+» J *- 1 


dr 


故 

从而， 


17： 



( x + a ) 2 
m^p _ sin^m + f a m^p SITU ： 

十 a a m +a ]a m (x+a) 2 


+ a a_-K 


1.1. _ L_)^ 2 

V a 4-/i n «. -+/7 f 


f ; 


dr 


(x + a ): 


a m ^ p +a a m ~a ^ a m +a a 两 + 沪十 a ^ a m ^ 

由此可知，满足柯西收敛准则，从而，级数 Zcb •收敛.因此，积分 f Zdx 收敛. 



若 《 = 0, 显然瑕积分 p 发散，故广义积分 ^£扣 发散. 

下设 fl <0 .若 fl = —( n+*|~)K (n = 0 ，l ,2,…），则 

£^£ 心 =[ 一 宁心 + 「 r n ， 亨 <Lr+(-lV 

Jo JT 十 a J 。 ：r 十 a 十 a Jo jt + g 


cost 


dt . 




Y 


由上所证，右端第二个积分 收敛； 又由于 


lim 手 = (- l)n 

u + j>/+ a 


故右端第一个积分收敛（它不是广义积分，补充定义被积函数在 
续函数的积 分）； 从而，此时积分 |^ d : r 收敛. 


+) tt 时的值为（一 n …后即为连 


若 a <0 但 a 关一 （ n + y 〉tt (n = 0 ， l ， 2 , …〉 ，此时 cos ( — a ) 关 0. 由连续性，可取占>0,使当一 fl < x < 


一 


保持定号且 | cosjr |> ilcos (— a >|. 于是 • 


ur I 1 cos( ~ a )| jr ^ =+o0 - 


由此可知，瑕积分 =( Lr 发散.从而，积分 f 更是 发散. 

综 I ：所述，枳分仅当 a >0 及 <*=-(”+ + >« ( n «0, l ,2, …）吋 收敛. 


[37481 


xdx 


(n>0). 


l+x"sin*j 

解由于被积函败非负，故只要考虑化为一种特殊的 （£ 项）级数即可.我们有 

xdx _ ff xdr * P 『子 xdr 


• 4-00 

• o T 


又积分 0< 


+ x , t sin 2 x Jo 1+ j : 
xdjc 


J ： rrS^+ %\：U 


l + x ^ sin 2 


§!：：： 


xdx 


r f 

J (*-l)rf-f 


< 


且 


n 

i: 


l+j" sircar 

(厶一 l)ndr 

j l + Ca + l )^^ 


厂于 


kndx 


f l+[U-l 〉 n]_sin 2 / 

< _ xdx _ < f** f f a + l )7 tdr 

J 廉•寻 l+x-sin 2 ^ h •手 


f l + [( ife - l ) n ? sin 2 x f 


dr 


f sin 2 a : y / yfa 1 

2 


/ COLT 

: arcun (7^ 


v / l +. 


:< 


JL 


J ： 


dr 


v / l + fl 2 V \+ a 2 


2 v / l+J 


f l+a 2 sin 2 x yfqr 


arctan ( v 1+ a " tanr ) 


>/ l +. 


arctan v 1 + a 4 


由于 - 7-<Carctan >/ T+i 


，从而， 


于是， 


0< 


vi+t 

1 ：L 


Cf r + fei < 


xdx 


l + x ' sin 2 


< 


kn 2 


yi +[ u - i )7 r ? 


U 一 l ) ir 2 


yi + [U + l ) n ] 


^<n 


xdx 


1+ jt - 


< 


( k ^ l ) n 2 


v/l + L (走一 1)7T」’ 
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由于当 n >4 时，级数 


S 


kit 1 


〒及 E 


U + 1>7 T 2 


^ 2 v / i +[( h )(:_ yi + [a ^ ry ^ T 1 

收敛；而当 w <4 时，级数 t . , u r i ) n 2 . =^ 发散,故级数 t ： r^ f xdx 

数 


^ 2 71+ C (是 +1〉7 T ]， 


J(^l)ir^f l+x^sin 2 ^ 


当 n >4 时收敛，而级 


§a 


: rdr 


仅当 n >4 时收敛. 
因此，积分 


: rcir 


1 +. 


仅当《>4时收敛. 


【3749 】\ — 

J ， x p 


dr 




解由于被积函数非负•故只要考虑化为一种特殊的（正项）级数即可.我们有 

dr G 「 种… dr 6 「霄 dx 


*+oo 

.» T p 


于是， 


J: 


dx 


\/ s \ n 2 x 

oo 

E 


2J ： 


v ^ sin 2 x 


§J ： 


(j+mr) p v^sin^x 


< 


r 


dr 


:< 


I ； 


cLr 


2 


y / sin 2 x m ^\ ("+1 广 〆 』 ■ I ， v ^ sin^x J ° sin 2 x nP ^ P 

易证积分 £ 收敛，且级数 f i •当 夕>1 时收敛》当 P <1 时发敗.因此，妝积分仅当 P >1 时收敛. 


00 sin ( j ：+ j ： 2 ) 


【3750】 J : 

解 我 m . J 7 sin ( ^ j 2) dx - J : ^ ^ dx + J ； 


sin ( j " fx 2 ) 

x _ 


易知右繃第一个积分 (x = 0 可能是瑕点）当 n <2 时收敛•当 n >2 时发敗.下面研究右端第二个积分.先设 
打>一1•对任何数列 + 


sin (: r 十: r 2 ) 


dx 


-1： 


•耔 1 drcosCar + j ： 2 )] 
x w (l + 2 x ) 


cos(x + j ? ) 
x -( l +2 x ) 




-1： 


[2< n + l ) x + W ] cos ( x + j 2 ) 


dr ， 


II ： 


故 


从而， 


易知积分 


收敛（因为 lim / 


sin(x+a: 2 ) 


+ J： 2 ) , = _ cosCrj+x^) 一卜 

; ^(1 + 2^) •_ 一 J 、 


(1 十 2 工)： 

•科， f 2( M + l ) x-f M Jc0s(x + x 2 ) 


lit 


sin ( x + x 2 ) 


At 


< 


J ： 


2a:， 1 2a ： V, 

2( n +1) j + \ rt \ 
^ J (l + 2 x ) 2 


卜‘， 2(” 

J 、 ~ 


! (1 42 j ) : 

2( n +1 ) j ~ t ~ I n I 
(l + 2x) 2 


dx ， 


dx 


‘ 2 2(”+ l )： r + I 


n+ 1 


/+ l (l + 2 x ) 2 
时，对 />=1,2,3，"•，均有 


>0 ,n + 2〉 l ). 由此可知，对任给的£>0,必存在 N , 使当 n>N 


ll ' i ： 


sin (: r+:r 2 ) 


dx 


<£. 


于是，根据柯西收敛准则，级数 


試 : 


收敛，从而，积分 


收敛 • 


再设— 1•令各 和” k 分别表方程1 2 +1 = 2 是兀+于和: r 2 + i = 2 h +"| •的 （唯一） 正根•其中一 I ， 2 


即令 


厶=了（ vl + 8^7 r +' 


一 1)， rh = 


( v/l+ 以 7T+27T-1〉, 
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于是， >>右— + oo (々— OO ). 我们有（注意一； I 彡 1) 

J :: S ， n ( ^ 2) cb :> i ^ ，■心 4 L : 士>太 …一6 > 


= _n _ a /1+8 裊 7 T+IT 一 1 _ 7 t 

4^2 >/l + 8 务 w+2x + \/1 +8 是丌一 7c 8*/2 

〜 sin(x+x 2 ) 


由此可知，此时积分1 ---^ 发散. 

综上所述，积分仅 a - i <”<2 时收敛. 

【3751】以肯定的方式陈述，什么是积分 /( J ：，： y ) dr 在巳知区间 （: y , ,力>内不一致收敛？ 

解若对于某个正数 c 。， 不论 B 取得多大，恒存在以及 jyoe (: y ,， jy 2 )(6。 与: y 。 都依赖于 B ), 使得 

| /(xfyo^dx j >e 。 ， 

则 J ' p / U . Wdr 在区间（: y , ，力）内不一致收敛. 

【3752】证 明：若 （ 丨 ） 积分 £°/( r ) dr 收敛 ； （jj ) 函数 〆 hjy ) 有界，且关于 i 是单闲的，则积分 
£°°/( o :) 9 >(： r ,： y)(ix —致收敛（在对应区域内）. 

证设 ly »( x ,： y )|< L ，则由题设（丨）知：对于任给的 e >0, 总存在数 B = B ( e ) ，使当时，就冇 
不等式 

|J ； /(,)dx|<^. ⑴ 

由积分第二中值定理知：存在 $ e [ A , A '], 使冇 F 述等式 

f(x)<p(x,y)dx = <p(A-\~Ofy) • /(lOdr+^A' — ()•>») • /(j)dr. (2) 

由⑴式，付 |JV<x)dx|<^-, |J ■: fU)dx\<^. 

\\ A a /(j) ^ (x ^ )<Lr I <L 2 L^~ L 2 L = ^ 

即积分 J 7 V ( r )?>( i ,： y ) dr 在对应的: y 区域内一致 收敛. 

【3753】 证明：一致收敛的积分 /= 6 " )2 ^ ( 0 < ： V<】> 

不能以与参数无关的收敛积分为强函数. 

证任给 e >0 .取>\。>1充分大 ，使] ^ ‘ ^ e -' 2 du < c . 

下证：当 A > A 。 时，对一切 0<： y < l , 均有 

J ； V * ㈠ ) 2 dx < e . 

事实上，当 &<： y < l 时， 

j 7 e ^ ( -^ )2 dx < 


于是，由 （2) 式，可得 


r # o 2 ^ r〆 < i ： v—^<r， 2 仏 


当 0< 



时， 




dx 
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(1) 


=f ； _， e-? ， 2 d/<2jf e -、= 2y J「 e - 2 du = 2^<e. 

由此可知，积分 e ) 2 dx 在 0<： y < l 上一致收敛 • 

最后证明，不存在这样的函数 # x ) 使 

( x > l , 0<^<1) 

并且 J */ v >(« r ) dr 收敛.用反证法.假定有这样的函数 #1) 存在，则由 9^ r ) cLr 的收敛性可知，必存在点 
工0>1使 〆 1。><1.于是，令:>»。=丄，则0<>。<1且 

•TO 

e j (: 。古 ） 2 =1>9(:ro) , 

此显然与 n ) 式矛盾.由此可知，一致收敛的积分/的被积函数不能以与参数 y 无关的具收敛积分的函数为 
强函数.证毕. 

【3754】证明：积分 /= ^ ae — dx 

(1) 在任何区间 0< a < ff <6 内一致 收敛； 

(2) 在区间0<<»<6内非一致收敛. 

证显然，积分 J 对于每一个定值是收敛的.事实上，当 a = 0 时， 时 ^dr = 0, 当 0 >0时， 


U ) 如果 0< ci <«<6, 则由于 


r 

o< j:’ 


ae^dr^-e^ 


“ dx_c 故对 T 任绐的 c >0, 可以找到不依赖于 


的数/ U = + ln +, 使3 A > A 0 时，就有 f ^ ae -- 


于是，在区间上积分/ — 致 


收敛. 

(2) 如果0<«<6,则不存在这样的数>\ 3 .亊实上，取 0< c < l 就办不到.由于当 a — + 0时， e 〜 — 1，故 
对于足够小的 o 值，就比任意一个小于1的数 c 为大.因此，在区间0<«<6上，积分/对 0 的收敛是不 
一致的. 

【3755】 证明： 狄利克宙积分 /- I *" ^cLr 

(1) 在每一个不含数值 a = 0 的闭区间 [ a ,6] 上一致收敛， 

<2)在含数值 a = 0 的每一个闭区间 [ a ,6] 上非一致收敛. 

证不失一般性，我们只考虑 <2的正值. 


(1) 由于积分是收敛的，故对于任给的 e >0, 存在数 A 。， 使当 A > A 。 时，恒有 


|J：T 


dz 


<*• 


当 a >0 时，由于 ^ dx = _( k ， 故取 A >+， 对于 fl > a >0, 就有 


ir^-i 


<€. 


于是，在区间上，积分 f 是一致收敛的. 
(2) 对于任何的 A 〉0, 当 a — +0时， 


因此，当 a >0 且充分小时，有 


广 ^dr= 亨心一 J ■厂 ^dz=f. 

1 ：^ … 
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于是，在区间(6>0)上，积分/不一致收敛. 


研究下列积分在所指定区间内的一致收 敛性: 


【3756】 J 。 e _a, siardx (0< ao < a <+°°). 

解由于当 eHdr = 丄收敛，故积分厂“ 

Jo ao Jo 

• sinxdx 在区间 0< ao < a < + oo 上一致收敛. 

【3757】£°° j - e^dx ( a « b ). 

解当且 : r > l 时 ，0< a - e 〜 < x ^-' 由于 

lim ( x 2 • x * e ' x )= lim ^ 7 ~ = 0， 

X，+OQ e 

故积分 /e - dx 收敛，从而，积分 fe 〜 di 在区间上一致收敛. 

[3758 J I ( — oo < a < + oo ). 

解由子且积分 n 收敛，故积分 n 在一 oo < fl <+ oo 上一致 
收敛. 

137591 r (0< a < + oo >. 

解由 + 收敛，故积分广 

在 0< a < + oo 上— •致收敛. 

【3760】 f ^ e'-dx (0< a < + oo ) 

提示注意 ：r = 0 不是双点.利用狄利克雷判别法或柯西准則. 

解首先注意，因为 = l •故: r =0 不是瑕点. 

证法1: 

山于 If s in _ rdr | =|卜 C 0 s /\|<2, 而当 0< a < + oo 时，函数在 x >0 关于 X 递减，并且当 ： r 一十 oo 
时它关子 d (0< ff <+ oo ) — 致趋于枣（因为 0< fl <+ oo ,： r >0 时，0<$<+ )，故由狄利克宙判别法知，积 


分在 0< a < + oo 上一致收敛 • 

证法2: 

由积分学第二中值定理 知：当 A ’〉 A >0 时， 

IK ，叫 =I 士 f，— 

其中我们知道 e -- sin ^ 的原函数是 

F . U ) = -^ g ^ e ' 

显然，当 a > o ,： r > o 时， 

故当 A '> A >0,0< a < + oo , 时 

•瀛 # • II ， 

[ F .(6)- F .( A >] 


T — e --dr 

= 

Ja x 



A 


< 


A m 


由此，利用一致收敛的柯西收敛准则，即知积分 
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在 0< a < + oo 上一致收敛. 证毕. 

【3761】 e -- (0< a < + co 〉 其中 p >0 是常数. 

提示利用狄利克雷判别法或柯西准則. 

解由于 jj cosordr j = | sinA — sinl | ^2, 

而当 0< a < + oo 时，函数 f 在关于 j ： 递减且当： r —+ oo 时关于 a (0< a < + oo ) —致趋于零（因为0< 

+ 时，故由狄利克雷判别法即知， e —^ dr 在 0< tf < + oo 上一致收敛. 

注意，也可仿3760题证法2.利用积分学第二中值定理来证明. 

【3762】 j ^ V ^ e-^dx (0< a <+ oo ). 

提示注意此积分是收敛的而不一致收敛. 

解此积分是收敛的.事实上，当 a = 0 时，积分为零》当 a >0 时，设 = h 则得 

但是，此积分却不一致收敛.事实上，对于任何的 A >0, 由于 


lim f ^Ja dx= lim [ e ,2 dc^ f e" ,Z 
• ， + oJa Jo L 




故对于0< € 。<^ , 必存在如>0•使冇 


I ； 


|J dr>co t 


即此积分不是一致收敛的. 


' 咖猶 ) 2 


dz f ( l ) a < a <6；(2) — oo < a <- fco # 


137631 J _ 

解显然，对任何固定的 《, 积分都收敛，并且（作代换 x - a -/) 

厂 心 = J 二 e .** d/=^. 

(1) 取正数尺充分大，使 一 i ?< a <6< J ?. 显然•当时，对一切 a < a <3, 有 


：|-J 


显然积分 fl e " <， "' K)Zdj:=2 \Z e — … 收敛•故积分 J ": em >2 dr 对 a < a <6 —致收敛. 

(2) 对任何 A >0, 有 

lim f e~ (x #)2 dr = lim f e r d/= f e ^ dt—^/n t 
f ooj A -fooj A-m J 

故当 a 充分大时，£%一 >2 心>夸,由此可知 J *:'—"- •，’ dx 在 _ oo < a < + cx > 上不是一致收敛的，当然 

fl e ' <X " ->2 & 在 一 oo < a <+ oo 上更非一致收效- 

【 3764】 f e ~ ,2<, ^ y2, sinjdy (-oo< x < + oo). 

解此积分对任一个固定的 x 值，显然是收敛的.且当1>0时， 

f e -:〜，％ inxd y =_ 〆 •夸 • 
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但是 ，它对一 oo<Cr< + oo 却不是一致收 敛的. 亊实上，对于任何的 A>0, 当 o:〉0 时， 

二 e - 〆 dr—Jr e^d/=^ Cr 一 + 0), 

由此可知积分不一致收敛. 

[3765] Jr dr (p^O). 

解由2380题易知，积分 j* i sin(x 2 )dr 收敛，又(/>>0)在: r>0 上对： r 单调递减且一致有界: 


0 < 


1 +分 


<1 (p^O.x^O) 


故由阿贝尔判别法知，积分对 p>0 —致收敛. 

13766] [x^ l ln^ 丄 di， (1)/>>^>0； (2)p〉0 
Jo x 

解 注意到: r =0 和: r=l 都可能是瑕点.作代换 :r= e _*， 得 

[ x f 1 ln^ 丄 Ar= — f e l ，-"Ve f dt = [ “ 

Jo x ) ♦« Jo 

右端的积分当/>〉0~>—1〉时是收敛的|\从而，左«的积分此时也收敛.更由于(£，£ / >0很小） 

厂 X ^~ ，ln， 士心= 

故£ 的一致收敛性等价于 e ^ t ^ dt 的一致收敛性. 

(1) 当 P>Po>0 时，由于 

0<e - W Vf (0</< + oo) 

而积分 f e_V 广收敛，故积分 f e _〜，dr —致收敛（对于/>彡/»。>0)•从 rfd •，原积分■当 

/>>^>0时一致 收敛. 

(2) 对任何 A>0,p>0, 作代换外-5,則 

re-^d^^J；^e-d„ 

由于*?>一1,故积分 s^e-di 收敛，且显然 

0<J。s*c*di< + oo， 

于是，有 lim f e 十 oo， 

由此即知，积分 If e_〜 9 ck 在 p > 0 上非一致收敛.从而，原积分£ x^-Mn^ +cLr 当 p>0 时非一致收敛 • 

* ) 利用2361題的结果（在其中作代换 pt = s ). 

【3767】 J: ^ .. dx (0<”< + oo). 


Vl ^ 

解注意，: T=1 是瑕点.由于当 0<:r<l 时，有 


0<：—^— <^ 


(0< n < + oo ), 


而积分 


一致收敛. 


dx 


yr 7 ? 


1 

= arcsiar = 
o 


v / l - x z v /1-. 

=+ 收敛，故由魏尔斯特拉斯准则知.积分 f 


X ” 


VI - 


:cir 当 0 <n< + oo 时 


137681 


1 ! 


sin 


dr 


(0< n <2). 



解作代换則 


卩 • 1 dr 

Jo S ， n T ^ = J 1 


r a sinrd/t 


并且，很明显， 1 Sin 士 _的一致收敛相当于 f /- 2 sin / d / 的一致收敛•显然•当 ”<2时，积分 f 
• simdf 是收敛的•下 证：当 0<”<2时，它不一致收敛.事实上，当 0< n <2 时，对任何正整数 m ， 有 


由于 lim 


(2m7i+ 子 ) 


厂; =1，故当 ri 在 0< n <2 内且与2充分接近时，必有 


(2贿+号) 


—> y - 于是，这时 


JIZ : 广常数> 0 , 


故 r 


<- 2 sin / dr * 0< n <2 上非一致收敛. 


：3769 J J : 


解酋 先注意 1^=2是瑕点； o : = 0 可能是瑕点.将积分分成在 (0,1) 及（1,2>上两个积分. 


当 oo<i aui <~| •时， 


当 1<^<2且 U |< + 时， 


冗一 l)(jr —2) 


< 


^( x - l )( j -2) : 


< 


jT (1- j )7( j -2 )T 

V 2 • 

( l - x ) T ( j -2 )i # 


易知上述两个不等式右端的函数分别在 K 间 （( M ) 及 （ K 2) 上的积分收敛，故由媿尔斯特拉斯准则知 


积分 f : 


v ^( x - l )( x -2) : 


cLr 对 + —致 收致. 


137701 (0 ⑽. 


解 1：1： 

对于积分 f 由于 


va~x 


dr 十 


1 si 






dr 


va —. 


= ^yfrj 


故对于任给的 c >0, 只要取 0< v <4, 即有 


II ： 


Va 一 I 


da : 




因此，对 0< a < l 它是一致收敛的. 


对于积分 U 


Vx~a 


，由于 


|1： 


: dx 




f ： 


dx 


心 ―、 


= 2^7 


故对于任给的 e >0, 只要取0<7<^，即有 
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II 


— f sinax 


y / 工 — 、 




因此，对它是一致收敛的. 


于是，积分£ 


: cLr 对—致收致. 


V\x — a \ 

【3771】若积分在参数的已知值的某邻域内一致收敛，则称此积分 对参数的已知值一致收敛 . 

adx 


证明：积分 


= J：r 


对每一个 a 关0的值一致收敛，而对 a = 0 非一致 收敛. 

证设办为任一不为零的数•不妨设如>0.今取尤>0,使 《◊_&>() .下面证明积分/在（ 0 。一心如+5) 
内一致收敛•事实上，当(^<如一心(2。+幻时，由于 

ao +5 




且积分 


f |^ dx 收敛，故由魏尔斯特拉斯准則知，积分 


在(奶一心如+5)内一致收 


1 + (。 — ^2^2 v ^ JA7W9 I /VJ /^4 f V\ JJ J 。 ^ | u ? 

敛，从而，在 a 。 点一致收敛.由 a 。 的任怠性知，枳分/在每一个 a 关 0 的值一致收敛. 

其次，我们证明积分/对0 = 0非一致收敛.亊实上，对原点的任何邻域（一幻均有下 述结* 


对任何的 A >0, 有 


r 


adx 


f … dt 

L IT? 


(a>0). 


由子 


i^wr if ? 吟 


故取0<€。<+,在（一^幻中必存在某一个《。>0,使冇 


II: 


dt 

TT7 



>€ 0 . 


〉 - 叫 r 

因此，积分 J 对 o =0 点的任一邻域（一 U ) 内非一致收敛，从而，积分/在 0 = 0时非一致收敛. 

【3772】在下式中 iim ae'^dx 

把极限移到积分号内合理吗？ 

解題思路 不合理.这 是因 为积分 dr 对 0 < a <fr (6>0) 不一 致收敛 (3754 題 （2) 的结果），故 
一般不能应用积分符号与极限符号的交换定理.对于 本超， 实际上也不能交換. 

解不合理.事实上，由3754题 （2) 的结果知，积分对 «b (6>0)的收敛并非一致，故 
一般不能应用枳分符号与极限符号的交换定理.对于本狴，实际上也不能交换，这是由于 

r ( limae 〜 )dr = 0 f 


而 


iim f ** 
-^<Jo 


^ da : = 


lir 


(- e ^ 


故得 lim f ae ^ dx ^ [ ( limae -ftX ) dx . 

• 一 +aJo Jo «-• 

【3773】函数 /(•!) 在区间 （0, 十 oo ) 内可积分，证明 公式： 

limjr e M /( x ) dr = J :。/( x ) dx . • 

证容许有有限个瑕点.为叙述简单起见，例如，设只有一个瑕点 : r = 0. 已知积分收敛且 
被积函数中不含有 a ， 故它关于 a — 致收敛.又因函数 e — “对于固定的1，关于 a :( 1〉0)是递减的，并 
且一致有界 : 0< e 〜< l (0< a < l ,: r >0)， 故根据阿贝尔判别法知，在 0< a < l 上一致收 
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敛. 于是，对于任给的 e >0, 可取 rj >0 9 Ao >0 ( t < A c ), 使 


/(jr)dr 


< 


II ： 


- f ( x)dx 


<-~ (0<a<l). 


由于 / U ) 在 [ 7 , A 。] 上常义可积，故有界，即存在常数 M c 使•再根据二元函数 e 
在上的一致连续性知，必存在 d 〉0( S < l >, 使当 0< a <5 时，对一切,皆有 


0<1 — e “< 


5 AoM 0 


•于是，当 0< a <3 时，恒有 


I r e_ ，(:) d 工- r /⑴― 

= | f 。 （ e _ar - l )/(:) dx+h e _ a , /( x ) dx —/( x ) dx + J' e * r /( x ) dx — ? f(.x)dx 

由此可知， lim [ e ** r /( x ) dr = P /( x ) cLr . 

"+ 0 J 0 Jo 

【3774】若 / U ) 在区间 （0, 十 oo ) 内绝对可积， 证明： 

limf /( j ) siruu:dx = 0, 

IT ■•的 J 0 

证山 /( X ) 在区间 （0,+ oo ) 内的绝对可积性可知 ：对于 任给的 e >0, 存在 A >0, 使有 

r |/(嫌<含. 

于是， | j * fCx)sinnxdx | ^ | J /( x)sinnjrdj 

先设 /( x ) 在 [0, A ] 中无瑕点.我们在 [0, A ] 中插人分点©•〖。〈【，〈“〈…〈〜-，〈‘一△，并设 /( x ) 在 
[ Z 卜1山]上的下确界为，则有 

j* /(a:)sin7ia:dj：= 2 J* /(j)sinru:dx= J* [/(x) — m*]sinnxdx + 客 m t J* sinnxdx, 
从而有 

j h /( x)sinnxdx < ^ w k /\ t k - f - ^ |mj ^ coswf * coswr * ^ ^ 2 l m * I * 

其中叫为 /( x ) 在区间 [‘, 〆 *] 上的振幅 ，△*=“一“-,. 

由于 /( z ) 在 [0， A ] 上可积，故可取某一分法，使有 

m 

2 |< y - 

廉 -i 

m 

对于这样固定的分法 ， S 丨为一定值.因而存在 N , 使当时，恒有 


_ S i 〈+. 


于是，对于上述所选取的/ V ，当 n >/ V 时， 


r+oo ca I r^o 

J /(x)sirmxcLr ^ J /(j ： )sinnz<Lz | + J^ /(jr)sinnrdz 


< 客 w* •客 I m* |+J ， I /( 尤 )I < ~|- + -y + 

即 lim [ /( x ) sinned j = 0. 

其次，设 /( X ) 在区间 [0， A ] 中有瑕点.为简便起见，不妨设只有一个瑕点，且为 0. 于是，对于任给的 e > 
0,存在 V >0, 使有 

J’ |/(:r)|cLr< + . 
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但是， /( or > 在 [7， A ] 上无瑕点，故应用上述结果可知 ：存在 N , 使当 n > N 时，恒有 


fA 

/(x)sirmxdr 

1 


<t- 


于是，当 n > N 时，有 


4=c. 


|J 。 /(x)sinrucLr | < l/(x)|cLr— |J /(x)sinnj-dj- + I/(^) I cLr<-|-+ ~|- + -| _= €- 

r ， oo 

lim /(x) sin/ucLr = 0* 

m^ooj 0 

总之，当 /( d 在 （0,+ oo > 内绝对玛积，不论 /( ： r) 在 （0,+ oo ) 内有无瑕点，均可证得 

limf /(x)sin«xdx = 0. 

0 

[37751 证 明：若 （1) 在每一个有限区间内 /( o :,： y )： r /(: r ,： y 。）,（ 2> | /( u ) | < F ( i ) ,其中 


F(:r)cLr< + oo, 则 


lim f f lim/(xt>r)dr. 


证条件 （1> 表示当 ”y 0 时，当: r 在任何有限区间 （ a ,6) 上， /( i ,： y > 都一致趋于 fU,y Q ). 于是，有 

limj f(x,y)dr= J /(x.^o ( 对任何办〉 a). 

又在不等式 I / UjXFQ ) 中令 y —： y 。 （任意固定得|/( < 2：，>0|</ : '(1>，故£ 00 /( uddr 收敛 • 

任给 e>0 .由于 f F(:r)dr< + oo, 故可取定某，使 F(x)dx<-f. 对此 6, 又可取 5 〉 0, 使当 


0<|>—> 0 丨<5时，恨有 


f ( x 9 y ) dx — J /( j *， y 0 )dr 


于是，当 OCljy — wlCd 时，恒有 


11 f(x,y)dx— J /(x,y 0 )cLr | 

< j j /(j»>»)dr— J /(j，， 。 )dr 丨 + J ‘ |/( j ,>) |dx+ 1 /( 1 ，，。 > | dr 

<f + r F(j)dj+ r F(x)d " < T + i + T =c - 


由此可知， 
证毕. 


lim [ /( xty ) dr * f f ( x . y c ) dx = f lim/(xt 

” y 0 J« J* J. 广 ， 0 


注本題中应 假定： 对任何 6 〉 fl ,/(:r, ： y) 关于 a: 在 [a,6] 上可枳. 


【3776】利用积分符号与极限号互换，计算积分 

JT e - 〜0[( i+ *) ’] 心. 

解先证积分符号与极限号能互换.事实上， （1) 函数 + 在上连续（任何 A >0) •故 

它在 [ 0， A ] 上可积, （2) 又 ( 1+专厂在 [ 0， A ] 上关于 ri 为单调减小的，且化 ( 1 + 专)” = e _' 2 为连续函 

数，故按狄尼定理，当”一时，函数 ( 1 +誓厂在 [ o ， A ] 上一致趋向于 e -/, (3) 由于 0< ( 1 +夸)”< 

Y^2 ( n = l ，2, …） ，且 f lfe == i ' <： + 00 , 故积分 JT (】 + T ) 11 心关于” 一致收敛.因此，我们可以 
应用积分符号与极限号的互换定理°，从而，得 
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e_ T dx = 


= lim [ 

『♦ooj 0 


dr 


(W 


而 


又由于 


L 


一 r °° 山 一 

^ I_ Jo UT7y^~ 


L J^y io aT7r =A/l 


c +2(”_1) 。 pd /=2( w —1)/,-! 一 2(” 一 1) J _ 


(1+ r 2 )， 


故得 


2 n -3 

2n-2 


又因 J, = L " T ^ == ~ f •，将 t 式递推即得 


于是， 

根据沃利斯公式，我们有 

n 


一 1 • 3-(2 n -3) it , (2 n -3) l ! x 
2 • 4-(2 n -2) 丁 (2 n -2)!! 飞、 


.. [(2 n )!!? = n [(2 n -2) H ? 

^( 2 «+ 1 )[( 2 «- 1 )!!] 2 ~^( 2 «- 1 )[( 2 ^- 3)!!] 2 


最后得 


J ： 


f dr 


(2 w -3) l !>/^ 
« (2/1-2)!! 




(2” 一 3>!! 72 ”一 
(2 n -2) M ~ 


V^ = f 


参看菲赫金哥尔茨著《微积分学 教程》 第二卷 480 目定攻 I. 


【 3777 】 证明 ：积分 F(a)=|' '* 

是参数《的连续函数. 

证 F(a)= dx- e”* cbr= 厂 〆 dr+ J*:'-’ 1 dx= J* 〆 dr + 夸 . 

由变上限积分的性质知，积分 f e ^ 2 心是 a ( — oo < fl <+ oo ) 的连续函数，故 F ( a > 也是 a (— oo < fl < + oo ) 
的连续函数. 

【 3778 】 求函数 FU) = j 。# 

的不连续点.作出函数: y = FU ) 的图像 . 

提示注意当 | a |< l 时， F ( a /= j ，当 | fl |〉 l 时， FU > = —号，当 | a | J 少 

=1 时， F ( fl )=0. 

解 当 l_a 2 >0 即 | a |<l 时， 

当 l-a a <0 即 |fl|>l 时, 

^>=-r f . 

当 l-a 2 =0 SP|a|=l 时， fXa) = 0. 

于是,^=士1为不连续点 . 如图 7.2 所示 

研究下列函数在所指定区间内的连 续性： 


»■■■_ - . 彳 ■… o 

# • _ 

-I o 1 X 



m 7.2 
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【3779】 F ( a )= ，当 a >2. 

解对于积分由于当 ： r > l 时， 


0 < 


2 + / 


<5^ 


x-o 


其中 0 >«。>2,且积分 J'^^ T 收敛，故积分 f ro ^^对 0 > 0 。一致收敛，从而，积分对 a > ao 

一致 收敛. 因此， F ( a > 当 a > ao 时连续.由于《。>2的任意性，故知 F ( a )3 a >2 时连续. 

【3780】 F ( a ) = ^ dx . 当 a >0. 


解题思路 由狄利克當判别法易知，积分 f 10 ^ dr 对^彡的>0 —致收敛.从而，函数 F ( a ) 当 a ^ Q 0 
时连续.由 ao >0 的任意性即知， F ( a ) 当 a >0 时连埃. 

解对于任何 A >1, 均有 CO sxAr |<2. 

而函数+在 a •彡1,<»>0关于 : r 单调递减，且山 


~ (j^I .a^ao^>0) 

知：当 a :—+ oo 时时一致趋于芩.因此，由狄利克笛判别法知，积分 

f- COS£ . 

J, — ^ 

对 a ^ ao >0 一致收敛.于是，闲数 F (. a )^ a > ao 时连续.由 ao >0 的任意性，故知只《)当 a >0 时连续. 
[3781] F ( fl )-| o " 当 0< ff <2. 

解 _ L f J ； J ： 1； ^山 

由于当 OCjyCl ，0< ao < a < fll <2 时，有 

\： V -. 

故对于任给的 e >0, 当 

0<7<^=min{ 1 .(2—o, )^7 (-|-)^ c 1 ^? | 

时，对一切 oo I 皆有 

因此，瑕积分 f ^ ^ x y 心当 a 。< a < ai 时一致收敛.从而， F ( a ) 在 a 。 <口<奶上连续•由 0< ao < tt 〗<2 
的任意性知 ， F ( a ) 当 0< a <2 时连续. 

137821 当 0 <a<1 . 

解 §1：^- 

当0<(»<(1。<1 时， 
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显然，积分 


r ^d/<e-«r -4-dr. 

Jo sin t Jo sin ^ t 


\l^r 2 \ T o7^~r 


且 lim 广一^ = 1，故它是收 敛的. 而级数 I e _ ”为公比等于 f < l 的几何级数，它也收敛.于是，由魏尔 


sin、 

斯特拉斯准则知，级数 


sf； 


dt . 


对一致收敛.从而，注意到被积闲数是正的 •即 知积分 


r 


I， 


dx 


对一致 收敛. 因此， FU ) 在 0< a < a 。 上 连续. 由 你<1 的任意性知， F ( a ) 当 0< fl < l 时连续 • 
137831 F ( o )= | o ae * 2 dr ， 当一 oo < ff < + oo . 


提示注意当关0时， F ( a ) 


解当 a 9 fc 0 时， F(a) = — 


当 a = 0 时， F (0) 


=r° 


当 a =0 时 ， F ( a ) = 0. 


■，显然它是连续的. 


dx =0. 于是，显见 F ( a > 当 a = 0 时不连续. 


§3. 广义积分号下的微分法和积分法 

1° 对参数的微分法若 1) 函数 /(x, ： y) 及其导数/ ,(: r , g 〉 在区域 a <; r < + oo ，： y,< ： y < 力 内是连续 
的，2> J " •… /( hPcLr 收敛 ,3)£°V;(i, ： y>h 在区间（: y •力〉 内一致收敛•则当: y,< ： y< ： y 2 时 

志 L / (x *> ,)d ' r= 

(莱布尼茨法則）. 

2°对参数积分的公式若1>函数 /(： r ,; y 〉 当:及; y ,<： y <： y z 时是连续的 • 2) /(^)心在有 

限区间内一致收敛•则 

/( xt ^ Jdr — J dr | * /( x , y ) dy . ⑴ 

若 /( hWX ), 同时假定等式 （1) 中两个内侧的枳分连续，并且等式 （1) 的一瑙 有怠义 ，则公式 （1) 对于 
无穷区间 （ jy ,,： y :) 也 正确. 

【3784】利用公式 £ = (”>0〉， 

计算枳分 /=£ X -' 1 In " j : dr , 其中 m 为正整数. 

解题思路 首先，注意当 0 O < l , n 彡 no >0 时， U " - I lrur |< — I •。- Uar , 利用2362题的结果及魏尔 
斯特拉斯准則，可知积分 j < ^^ - dj = J : r" _ i lorcir 对 n > no 〉0 —致收敛， 

从而，# I " 1 ^ l 6 x = f ^— MaxcLr 对 n 彡 n 。 成立.由 n o >0 的任意性可知，上式对任意 n > 0 均成立 • 
dn J 0 Jo 

其次，利用数学归纳法，可得 x -~' dx = £ x "- l ln " xdx . 
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x ^ Mn - xdr ^ 


-1 )-J 


最后，可得 K 
解 = ( n >0 为任意实数〉.积分 


lardx 


( 1 ) 


对于 n > w c >0 为一致收敛.事实上，当0<1<1，/2>；1。；>0时， 

|x-- , lnj|<-x*o' I lrLr, 

而积分£ 显然收敛因此，由魏尔斯特拉斯准则即知，积分 （1) 对—致收敛.于是， 

积分 

fV.cLr 


对参数求导数时，积分号与导数符号可交换，即 

由 n o >0 的任意性知，上式对任意 n >0 均成立. 

同理对《逐次求导数，也可在枳分号 F 求导数，即 


x* 1 \nxda:. 


ill 


dj ： 


=u 


( x " _, lar ) dr = J x"~ l In 2 xdx 


由数学归纳法，可得 


£=\\ 


^ l dx = 


1> 


1 lrTxdr . 


但是 . J : 


jc ^ l d ^ = — ( n >0), 故有 


告 J : 


x^ l dx = 


-\y 
7 


从而得 


\n m a:dx = 


-IV 


利用 2362 題的结果. 


137851 利用公式 


r 忐 


2^ 


(a>0). 


计算枳分 


r< 


dx 


i 2 +flV 


其中 n 为正整数. 


解題思路注，又当 


< 


Cr :+ a ) l ~(?+ ao > 2 ’ 


及相分收效，由轉•尔斯特拉斯准則可知，秒、分当 a ^ a o > 0 时一致收致.于是 


i\c 


dx 


-ra 


Jo ^(?T^) dx= "Io (7 


dx 


+ a ) 2 . 


由 a o >0 的任意性可知，上式对任意 a >0 均 成立. 

利用数学归纳法，可得 J ** j ^ = (- l )' n !£* 


dx 


( y + W 1 . 


同样，利用数学归纳法，可得 


b\l Jr- a = &(ui) 


(2 n — 1〉！！ 


2 —i 


-(-l ) 1 


i > 


於 ㈠ T _ 穴 (2 n - l )!! 

最后得 J - y -(2^ rr " 


解壺 (？ fc ) =— 7^•积分 


r . 


dr 


(1) 


:^+«) 2 

对 a ^ a o >0 一致 收敛. 事实上，当 z >0, a > a <) >0 时， 

(^+ a ) 2< U 2 la 0 ) 2 ' 

而积分^^7显然收敛.因此，由魏尔斯特拉斯准则知，积分 （1) 当 a ^>0 时一致收敛.于是，利 
用莱布尼茨法则，即得 

d f >co cLr f +eo a / 1 \ , dr 

d-aio ^T-a = \o ra{—a) dx= ~-\o 

由 a 0 >0 的任意性知，上式对一切 a >0 均成立. 

同理对积分逐次求导数，得 

。… £= r ,- fe™r dj 

但是， 


( x 2 + a ) 2 - 


( P + W 1 . 


去 r 先 - 去 ( 点 ) =_ # 古， 


由数学归纳法，坷得 






最后得 


ir (2n-l)M 
2 (2 n )!! 


如 


【3786】 证明： 狄利克笛枳分 


1(a) 


J 厂亨 cLr 


当 a ^ O 时有导数，但不能用莱布尼茨法则来 求它. 

提示令 a;r = > r . 

证当《>0时，令拉=^，得 

Ko)= r T d >= i - 

当 a <0 时， J ( a ) = — 7( — a ) = — i . 于是，当 a ^ O 时 ， J '( fl ) = 0. 

但是，如果利用莱布尼茨法则来求，即得错误的结果.亊实上，积分 

\7 fa \7 COSaxdx 

发散，而广 ( a 〉= 0 ( a ^0〉 存在，因此，本题不能应用莱布尼茨法则求 r ( a ). 


【3787】证明 ：函数 


F ( a ) = 


r it 


Cx4~a) 


? dr 


在区域一 oo < a < + oo 内连续并且可微. 

证设 a 。 为（一 oo ，+ oo ) 内任意一点. 
时，恒有 


1= max ( 丨 a 。 _ 1 丨， la 。 +1 丨 ） ，则当 Cao — 】 ， a 。 + 1〉 


l + U - a ) 


< 


l + ( x - M ) 2 


， K 


1 + (x+g) 2 


]H 


2(x+g)cosx 
[l + (x+a) 2 ] 2 


< 


l + ( x - M ) 2 * 
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由于积分 fr 


dr 


+ (x-M) 

Jo T 


收敛，故积分 


也及 \7 TalTT^ky]^ 


【3788】从等式 


出发，计算积分 


十 Cr 十 aV 

在(《。一1， 0 。+ 1>内一致收敛.从而，/='(«)在（ 0 。一1，£ 1 。+ 1)内连续且可微，且可在积分号下求导数.由 cr。 的 
任意性知， F( a ) 在（一 OO t +a>) 内连续且可微. 

J ^ e ^ e^ dx (a>0 , &>0) . 

解不妨设注意到在区 域:: r>0， fl <：y<6 上连续.又积分 e ^dr 对是一致收 

敛的.事实上，当 a： 多 0,a<：y<6, 时， 0<e_”< 厂 m ，但积分 e ^cLr 收敛.故积分 £ B> e_*>dr 是一致收敛 
的.于是，利用对参数的枳分公式，即得 

上式左端为£和右端为 ^ = ln j -. 从而得 


r ― 


(a>0,b>0). 


【3789】证明： 傅茹兰公式： 


r 


/ <^>_：X ( Af> (i . r= /(o)l n 上 (a>0,6>0), 


式中 /(i ) 为连续函数，积分 ¥ d；r 对任何的 A>0 都有意义. 
证对任何的 A>0, 有 

厂 /(似)- 广 /(“:) 心 




=/(^> r ^ = /($) ln — ( Aa <^< Ab ). 

J An t a 


当 A— + 0 时，卜 + 0 •由 /( aO 在点 x = 0 的连续性，即得 

^ Aaj)-/(6x) 


* o 


dx =/(0 )ln 


± 


利用傅茹兰公式，计算 积分： 


137901 Jr cosax-cosbx^ (a>0f6>0) . 

解由于 cosx 在 [0,+oo] 内连续，且对任何 A>0, 积分 J*/ 0 ^dx 存在，故由傅茹兰公式，有 

r sosax ^ cosbx ^ cos0 . |n A = ln A . 

Jo X a a 

[37911 r sinflJ - 5in6j cLr Ca > 0 , b > 0 ). 

0 x 

提示仿 3790 题的解法. 

解同3790题，由于 sin0 = 0, 故 j 厂 sinax ~.^ x dx = 0 . 

[37921 Jr arctanax-arctan^x dj (a>0 , 6>0 〉. 


解令 /(x〉= "I•一 arctaar， 则 /(j ：) 在 0<a:<+oo 上连续 • 




由于 / Cr >>0 且（利用洛必达法则) 


lim x 2 ’( J ) _= lim 


= lim 


1+ x 2 


7 


故对任何 A >0, 积分 ^ dx 都收敛.因此，由傅茹兰公式，有 


( f - 


)—( 号一 arctanfrj 


dr = f ln T 


故 


r 


—arctanftx 


dx = ^-\n 


利用对#数的微分法计算下列 积分： 


【3793】 

解由于 


dr ( a > 0 9 p > 0 ). 


lim 


lim 


“ + 20 xe 


故 or = 0 不是瑕点.又由于 




故对任何 a >0,#>0 积分 6 " (Lr 都收敛 .今将尽>0固定，而把所求积分视为含参变锇《(^>0) 

Jo X 

的积分，即令 

/<a)= e " ~ C -- dj (a>0). 

而 r £ ( e - r" ) 心 = _ jr xe "* j ^ - 

下证右端积分在时一致收敛.事实上，当 G > ao ,0< j ：< + c » c 时 ，0< xe _^ ，而积分 

P ° x < T ^ dr -^- 收敛，故积分时一致收敛.因此，当时，可在积分号下对参数 
Jo ^ao Jo 

求导数： 

/' (a) = -厂 JC - 2 dx=-^. 

由 ao >0 的任意性知，上式对一切 < r >0 皆成立.积分之•得 

/( a ) = ~ -|-lna + C (0< o<C + oo ) • 

其中 C 为待定的常数.在此式中令并注意到 


即得0= /(/?) = ― + ln ^+ C , 由此知 C = +1略于是， 


即 


Ka ) = - jlno+f ( a >0) 

r ^ 1 


dx = T ,n f <a>0 " 


注本題中，实际应考察积分 /( a >= /( x , a ) dr , 其中 
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0, 


x=0. 


易知 /( x ， a ) 是 0<： T < + oo ,0< tf < + oo 上的连续函数(沒 >0 固 定〉. 我们证明： 

/:( x ， a ) = —: e _ax2 (0^ x < + oo , 0< a < + co ). 

事实上，当 0<: r < + oc 时•此式显然 成立. 由于 /(0, a )=0 (0< a < + oo ), 故 /:(0, a )=0 (0< a < + oo ) •因 
此，上式当 x = 0 时也 成立. /\(: r ， a ) 显然是 0< j :< + oo , 0< a < + oo 上的连续 函数. 

- «r 2 -fir 2 

在以下许多題中，我们都应作此理解，但不必写出 /( x ， a ). 函数 e " : e —就代表 / U, a )(x = 0 时规 
定其函数值为其极限值 0), 而公式 

当工= 0时也成立（如上述）.这样，才严格符合裟布尼茨法則（积分号下求导数）的条件. 

另外，本題若利用逐次枳分来作可更簡单一痊.今作如下：易知（不妨设^<沒） 



而积分 J ^ 10 : re 7 2 dr 当戶时一致收敛（因为0<於->" 2 <工厂* 2 ，而: re 〜 2 dx 收敛），故可交换积 

r e —r -^ = r ^ \\ \y y \^ ^={^= iinf . 


【3794】 I '" ( e tf ~ e ^ ) 2 dr ( a >0,^>0). 


解由于 


= lim ^ 


=芦— O , 


故 *r = 0 不是瑕点.又由于 


jimx 2 (^^-) 2 =0, 

故积分 j r ™ ) 2 ^ 收敛 ( a >0^>0). 

同样，将沒>0固定，考虑含参变墩 a 的 积分： 

Ka)= ir ( e 好 : e 步 ) ?dj (a>o) * 


由于 


r 去 (^) 一 -r ⑽守 • 


(a>0). 


— 


而当 a 彡如> 0 , 1 < 1 < + 00 时 ， ^ 了 ^ I < ，且 j^fdr 收敛（因为 jirn ^ x 2 ^ = 0 ) ，故 

r^°° p 一 2« _ f ♦ 的 0 -2«x _ 

---- da : 当时一致收敛，从而， 5 --- dx Sa ^ ac 时一致收敛（注意，因为 

Ji x Jo X 

lim =沒一 a ，故 x = 0 不是瑕点）.因此，根据莱布尼茨法则，当时可在积分号下求导数： 

X— 十0 工 

由 ao > 0 的任意性知，上式对一切 a > 0 皆成立.积分之，并注意到 

J In ^^^da = aln 沒) + C ， 
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即得 I(q) = — 2aln — 2jQtn(a+ 沒 ) +Ci ， 

其中 C, 是待定常数.令《 =/3, 则由于 /( 妒 =0, 得 

0=-2^ n ||-2^1 n 2^+ C ,, 

故 Cf20ln2 尽于是，得 

( 2 a y a ( 2 a) 2fi 


Ka) = ln(^^)"-2/9ln( a +/3) + 2 戽 n2 卢 = In 


(a-hfi) s 


即 


r( 

利用 3788 題的结果. 


* V 2 

—)dr = ln 


(2 a )^(20) 2 ^ 

( a + fi ) u ^ 


(a>0 9 fi>0) 


sirwixdr <a>O f i 


【刪 

解 当 m = 0 时 , e “ ~ e ~^si 


sinma:dr = 0, 故 K 设 m 尹 0 . 由于 


lim 


0, 




si 訓 :cdx 收 


故 x=0 不是瑕点，从而，被积函数在区域 ： 0<:r<+oo 及 a >0,/?>0 内连续 （1 = 0 时的函数值理解为极限 
值）.又由于 

e _ 二 inmj |< e 一 “？ 一 : (j>0)f 

而积分 dr 收敛，故积分 P e ~" ~ C ~^ sinmxdr 收敛，从而，积分 
J 1 X J 1 X 

敛 . 当 a > a o>0 时，积分 

J --— sirwij ： )dj：~ — j* e “sinmjrcLr 

是一致收敛的 . 琪实上， 

|e “sinmj|<e * 0 ’ (x^O) « 

而积分 ('… e-Vdz — 丄 收致 . 于是，对于积分 

Jo Qo 

1(a) = J -- : e 灸 sinmxdx 

当。彡。。时可应用莱布尼茨法则，得 / / (a)=-e 〜 S inmard 2 ：= 

由 ao>0 的任意性知，上式对一切 a>0 均成立 . 从而 • 

/<a) = — f Z T 2 dq= — arctan —-f-C» 

J a +m z m 

其中 C 是待定常数 . 令 a =& 则得 

/(/?) = 0= —arctan 且 + C ， 


故 C= arctan ■.最后得 


厂 e 


sinmxcLr = 


A- 


( m ^ O ). 


利用 1829 題的结果. 


137961 J 。 一 


( a >0， p >0 h 


解同3795题，我们可证 明：当 时，对积分 
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1(a)= 


=r 




可应用莱布尼兹法则，得 


cosmx 




e ^ cosmxdr = — 


由 a 0 >0 的任意性知，上式对一切 a >0 均成立.从而, 

J 广 


^ rm 2 


-- ^ In ( a 2 十 m 2 )+ C . 


其中 C 是待定常数.令 a = p , 则得 


/( 沒 ) = 0 = — + ln(〆 + m 2 ) + C , 


故0=+111(^+;« 2 )•最后得 




~^~ln ^ 二 = 、 (a 〉 0.^>0). 


* ) 利用1828超的结果. 

计算下列 积分： 

137971 

解由于 


2 a 2 


lim ln (1 7 ^〉 -lim ln (1 ~ f tj2) -Hm 

r^+0 x l ^/] —x* ”+0 JC x-^4-0 


- a 2 x 2 


2 x 


a 2 


故 x =0 不是瑕点•从而，被积函数在域 :0< x < l 及 kl < l 内连续 （ J —0 时的函数值理解为极限值）.又由 
于当 | a i < i 时， 

- a l x ty )\ ^ ln ( l -. 


ln ( l - a 2 x l ) 

V 7 r =^ <一 


x 2 


(0< x < l) f 




ln ( l - j 2 ) 
\/l +i 


0)， 故积分 


1 


ln ( l - a 2 x 2 ) 


0 x 2 VT^x 


dx 对 M <1 —致收敛.从而为 a 的连续函数（一另一方面，易知积分 


P 丄 「 Inn - Vx 2 ) ， 
Jo Sa L x 1 y / l — JC 2 m 


dx 


—1： 713777^ 


x l 


对|(1|<(»。<1 一致收敛•寧实上， 


-2 a 




< 


— a S yfir 


(0< x < l ) 


而积分 


收敛.于是，对积分 


，⑸ = J :? 


(1-a 2 




dx 


当 N <^。 时可应用莱布尼茨法则，得 


/ / ( a ) = ~2 aj * 


dx 


{\- a 2 x Zy ) VY ^ 


由 a 0 < l 的任意性知，上式对一切 M <1 均成立•先求不定积分 


/i 


~ I n — / 


dr 


( l - a 2 x 2 ) yi ^ 
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作代换 x=sin /， 易得 





再对右端两个枳分作代换,可得 


lr ^ = 7 f ^? :arclan ( 


tan 


vl~a 


)+ c " Jra 


/I 一 


2 / tan y+flv 

arctan — y +C 2 . 

\ yrv / 


从而， 


r ( a )=-2 a } o 7 + 

= —7 fe [— n (^ r 0 ) 


'( 


tan -y+ a 
y / l — a 2 


). 


v\- 


(Ia|<l). 


两端积分，得 


—J 爲 


ir VT-V+C (|a|<l). 

J(0>=0 = 7T+C, 


其中 c 是待定常数 . 令 a =0 , 得 
故 c=_n ， 从而， /(q) = —ir(l— \/l —a* ) (|a|<l). 

在此式两端令 a—1 — 0 及 — 1 + 0 取极限，并注意到 /(a) 在一 l< a <l 上的连续性，即得 

/(l) = /(-l) = -x. 


于是，当时， 

ln( 1 — I 


(卜^ ^ 


[37981 

• c 


VI - 

解同 3797 题，我们可以 证明： 


<la|<l). 


/(a)= r 

Jo v/l-x 2 


当一 时连续，且当 | 〃 |< 的 <1 时可应用莱布尼茨法则 . 于是， 

-2ax 2 , _ 2 




= Af l _ d £ _一 丄「 _ 

a Jo 71—x 2 a J° (1-a 2 


a 2 x 2 ) y /\- x 2 仃 

dx 2 7 T 2 


「(卜"卜 1 dj 
Jo (l-a 2 x 2 ) 


X 2 ) /l —x 1 


V 1 — a z 


K 


(lal^aota^O). 


a a V \— a z 

由 a 0 <l 的任意性知，上式对 -- 切 0<M<1 均成立.枳分得 

/(a)= J (子 ^=p)da=dn|ol+xln^ 1+ ^ ] ~° 2 


+ C=idn(l+N/l- fl z )+C, 


其中 k|<l, a ^0,C 为待定常数 . 令 fl—O, 并注意到 f( fl ) 在 a=0 的连续性，即得 

/(0) = 0 = ff ln2 + Ct 


/( a )= lcln iiiv ^£_ 


(Ial<l). 


故 C=-irhi2 , 从而得 

厶 

在上式中令及 (T+ — 1+0, 并注意到 /(CT) 在一 1<«<1 上的连续性，即知上式当 a =±l 时也成立 
即 


I ! 


ln(l^x 2 )^ = 7 rIn l+yi-a 2 




(Ia|<l). 


【3799】 J : 


arctanax 
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解设 /(a) = 


广 arctan 

j I T - 2 


arCtan ^= 心. s 然有 J (0)=0 .当 a >0 时，由于 arCtana ' r 


dx 


敛.其次，易知积分 

p j_/ arctanax^x = p _ 

da 'x 2 vV - 1 > Ji x(l+a 2 x 2 ) %/j 2 
对^>0—致收敛.事实上，当 a >0,0< f < l ， 时，有 

t 2 


= = P — _£ 

一 1 Jo 






故 K a > 收 


VI -1 2 (/ 2 + a 2 ) 


且 


f ： 




收敛.于是，可应用莱布尼茨法则，得 

/ 2 d / 


< 


Vl - t z 




i ： 為-: f ： 


dt 


yr ^ c ^+ a 2 ) 


v \- t 2 ( f 2 + a J 

_- JL _^ 


f 1 (P+. 

J 。 yr 11 ? 


+ a 2 )一_ 


( 〆 +• 


dt 


= JL- 


从而有 


L 2 flV V + l ^ 2yi+. 

J(g> = ja -子 J y^'T = "f~ g ^ ~2~ ^ 1 ^~ a? +C (a »， 


(a>0). 


其中 C 为待定常数.令 tt =0, 得 


/(0) = 0=-y + C f 


故 c=f. 于是，当 a > 0 时 ， Jr - p ^^= cLr =-|-( H - a - ViT7). 


当綱， 


arctan(—a)x 


__ , , 门 _ = 一 +(1 - v/TT?). 

J > X * •/?=! 2 

于是 •当一 00 < 0 < 00 时. I " 7 ^ p == dr 8 »-|-( l + lal — >/】+ a 2 ) sgnq . 

J, x 1 VX —l L 

+ °° in ( a 2 + x 2 ), 

7 TP ~ 心. 

解 我们首先计算枳分 

J ， (g 〉 E J 7° + J 2 ^ } ^ ( fl >0 是参数’/3>0固定 >• 

首先注意，此积分当 0< a < ai ( ai 〉0 为任何有 限数〉 时一致 收敛. 事实上，当 0< a < ⑴时 • 


【3800】 

J 。 


0< ^々 2) < ^學 ( 0 < x < + oo) f 


^+ X 2 


而积分 


r 


f + x 2 


In(l+aix 2 ) 


㈠ 


dx 


收敛（因为易知 10( ^^- = 0).于是， Ma 〉 是 0< a < gl 上的连续函数•由 a ,>0 的任意性可知 • 


&( a ) 当 0< a <+ oo 时连续 • 

其次，易证积分 

ln(l+a 2 x 2 ) 


广 A •. 

Jo 3a 


]心 = r 


〆 +/ 」一 Jo (夕+夕>(1+/1 2 ) 
当0<«。<(»<山时是一致收敛的•事实上，此时 

2ax z ^ 2aix 2 


dz = 


n 

afi + 


而积分 
数，得 


0< 

2 ai ^ 


(^^x 2 )(l+7^ < (^x 2 )(l+a 2 oX 2 ) 


(0< x < + oo) t 


C/^+^Kl+aU 2 ) 


dx 收敛.于是，根据莱布尼茨法则，当0< 0 。< 0 <幻时，可在积分号下求导 
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/i(a) = 




由 的与如 的任意性知，上式对一切 0< tt < + oo 均成立.两端积分，得 

Ip(a) = -^-ln(l +a/3) +C (0<a< + °°) * 

其中 C 是某常数.在此式中令 a—HO 取极限，并注意到& ( a ) 在 0< a < + oo 上连续，得 

0=/ / l (0)=0+ C , 

故 C =0 .因此， // a ) = yln ( l + a ^) (0< a < + oo ). 

对于所求积分，只要作适当变形即得.当 a >0，#>0 时，有 

— n(l + 


ln ( 




L 浐 一 j 。 


dx 




/ 


dx 


此式当 cr = 0 时也成立，只要在两袖令 a -+0 取极限即可.这是因为积分 

Xa 2 + x 2 ) 


% )= r ~ 

•+ ln ( a 2 十/ 


dr (/?>0固定） 


当 0< a < +时一致收敛（易知^ -^ y - dx 与 J 7° 亨:/) 心当+时都一致收 敛〉， 事实上 


ln (<> 2 + j 2 > 




收敛 


0< ln ( /.+ f 2) < 


故^ / U ) 在点 a = 0( 右） 连续. 

对于任意的 a 与卢 (#0)，有 

ln ( a 2 + x 2 ) 


ln(i + X，) - (+⑽ 如，而 f 'O 


〆 +. 


收敛， 


k -fw 

• 0 


dx 


= r 1 ㉛ 州， 


r 


… J。 |列 2 +? 

注意，当卢=0时上式不成立，右端无意义，左端的积分 — 易知是发散的. 

13801 ] £ ， arctana^rctanfa^ 

解先设 a 彡 0,00. M 然 x-0 不是瑕点，因为 lim arCtan ^- r f CUr ^ = aff. 

x — +0 X 

由于当於0时 ， arCtana ^ rCtanfa <y J? (1<1< + «)，而积分 O^r 收敛，故积分 

dx 在 a 多0,卢>0时一致收敛，从而，积分 arCtang ^f rCt - ar ^ r dx 也在 g>0, 於0时一 


致收敛.因此，函数 


/(〜)=!「 


arctanaxarctanAr 


dx 


是 a > 0 , p > 0 上的二元连续函数. 
再考察两个积分 




tanoxarctanAr 




由于当 a > ao >0，^0 时 


K(a.0) = 

arctanAr 


( l +^ x 2 )/ 


L (l+a 2 x ? 


jtCI +^ x 2 ) 


< 


2 x(l + a§J 2 ) 


〉(1 +，W 

(l<;r< + oo ), 而积分 — 


dx 


1+ aSx 2 ) 


收敛，故 
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积分 芳) djr 当 a > ffc ，降 0 时一致收敛，从而，积分 f 


a ^- rS )^ 当 0 彡 a 。 ，降 0 时也-致 


收敛(因为上。卢,故 x =0 不是瑕 点〉. 因此， /( a ,/?) 当 aSd 。 ， P > Q 时连续，并且此时 I ( a ， 炉可 


在积分号下对 a 求导数，得 


㈣ (奉 


( 1 ) 


由 aa >0 的任意性知，（1)式对一切 a >0,^0 成立； 并且，灼是 a >0,^0 上的二元连续函数. 
其次，由于当 _/ J >>0， a >0 时， 


0 < 


( HV ， ) (1—+ / J 2 ^)^ 1+^ (0 < J< + oo) 


而积分 JT ^ F = i ^ 收敛，故积分 I "/ ( l + g 2 ： r 2 t \+，: r 2 〉 当 P 决， a >() 时一致收敛•因此 ， K ( 〜和是°〉 0 , 


P ^ Po 上的连续函数，并且 （1) 式中的积分当 P 展 （ a >0) 时可在积分号 下对# 求导数，得 

/ / ； (a.p)=7；( a ^)=| o nTT^faT^) 

_ a 2 广 dr ff (•一 dr _ air _ 0 n _ n 

a 1 ~ Jo 1+ a 2 j 2 a*—〆 J 。 1+^ x * 2( a *—/3*> 2( a * — ^ ) 2( a +/?> ’ 

由 Po >0 的任意性知，对任何 O >0， fi >0 均有 


C ( a .^) = /；( a ^> 


( 2 ) 


2( a-\-pr 

(注意，在推导此式时应设 a 尹戸 ，因为推导过程中分母内有 a 2 — 〆 . 但由于 K ( ff ， 炉是 o >0#>0 上的连续函 
数，故通过取极限即知 （2) 式当 a =/9 时也成立).在 (2) 式中固定《»>0,对沒积分，得 

/ ： Ca.^)=J(ff.^) = -^ln( 0 +/9) + C(a) ( 0 </J< + oo) f 


其中 CU ) 是依赖于 a 的常数.在此式屮令^+ 0,并注怠到 J («, 妒在 a >0,^0 上连续，得 

O-J(a.O)- Iim7(a^)*=>ylna + C(a). 


故 C ( a ) = ->| lna . 因此， 

/：( a .^) = -|- ln ^ ( a >0,^>0). 

再固定床>0,对 o 积分（右端利用分部枳分法），得 

/( a ^) = yaln ^+-|-/? inCfl +^) + C - (於， 

其中 （；• （灼是依赖于/?的常数.在此式中令 a — + 0,并注意到/(«,妁在 a >0,_0 上连续，得 


0=/(0,^)= lim /( a ^) = Y /3 ln ^+ C - (^) 


故 C •(灼=一*|^1货，于是 


/(a,^) = yin (0 劣包•:’ <a>0,^>0). 




显然，对于任何 o 与心有 


r 


dx = 


sgn ( a ^) • f li 


( la | + lgl) U，f 

lal ••匕 |?l ^ 


0, 


fi 关 0, 
0 = 0 . 


[3802] Jr 1 ^ 1 ± £ ^1±^ _ ) 士 . 

解先设蜂 0 .首先，注 ® : r =0 不是瑕点，因为 


229 漏 



lim 


lnCl + ttkDlnd + tfx 2 〉 


由于当 0<^< 01 ，0</3<译 时，恒有 


ln( 1+g 2 J 2 )ln(l + 貧 j2 > < 比（ 1 +Q? j2 〉 ln(l + 试工 2 ) 


而 


r 


ln ( 1 + a { : r * ) ln ( 1 +/3 fx 2 ) 


dx 


收敛（因为 lim 乂 迎 M 兰) i n(1 . + " 2) =0) ， 故积分 

jr • + ~ X 

厂 ln(l + a ?)! n ( l + 牙 x 2 ) ^ 

当 0< o < 奶 ,0<^, 时-•致 收敛. 因此，函数 

Ua ^\^ lnil ±£ i £^ I ±^12 心 (1) 

是 0 < a < ai ，0 ‘峰 上的二元连续函数.由 ai >0, 负 >0的任意性知， K «, i ?) 是 a ^ O.^O 上的二元连续 
函数.再考察两个积分 

■InMT* W1 4-tf f 2 、 1 r^° 9^l«n 4-/3? ^2^ 

( 2 ) 

J Jo : ru-Ta •: r 。 

id + tfx 2 ) 


K( _= r r nT 7 P^w^ = S? (fl>0 ^ >0) - (3) 


由于当，时，«有 

2 oln ( l - f ^ x 2 )^2 g 1 ln ( 1 + 成 x 2 ) 

^ x 2 ( l + a ? x 2 ) 


(0< x < + oo) f 


而易知积分 J " 


你 2 g , InCH ^ xj ) 

工 2 ( 1 十以） 


dx 收敛，故 （2) 式中的积分在 0< ao <(2< fll 上一致收敛.由此可 


知， ju , 印是上的连续函数，并 a 在其上 （1) 中的积分可在积分号下对 a 求导数，得 

(1 + tf j 


㈤) H 


dr = J ( afp ). 


(4) 


由奶>的〉0及烊〉0的任意性知 印是 (》〉0,_0上的连续函数，并且 （4) 式对一切 fl >0,/^0 都成立 • 
其次，当 0< o < ai ，0<^<^<爲时，恒冇 

\oQ 


0 <_ 


< 


(0<X< + oo) f 


而积分 IT 收敛，故 （3) 式中的枳分在 ， QK _ 上一致收敛•于是，在其上 （2) 式中 

的积分可在积分号下对卢求导数，得 

r i ( a ， ㈣ 一卜⑸ 

由 a,>0^>^>0 的任意性知， （5) 式对一切 fl >0, 尽>0都成立 .（5) 式两 端对# 积分之(《>0 固定〉 ，得 

K (a = Jia = 2 nap ~ 2 xa z in ( a + p ) + C(a) (0<^< + oo)， 

其中 C(a) 是依赖于 a 的常数.在此式中令 ~ + 0, 取极限，并注意到 JU , 印在•上连续，得 

0 = J(af0)= lim J(at/?) = ^27ra 2 lna 十 C(a) ， 

卜十 0 

故 C(a〉 = 2na 2 lna. 因此， 

V a ia ^) — Znap —2 na z ln(a+^)+ 2ro* lna (o>0 
两端再对 a 积分 ($>0 固定），得 


I ( a ， fi ) = na 2 fi — 


ln ( a + 戸〉 + -^( a +/3) 3 — 
y 


沒一导 < ln(a+ 卢 ) + 寻 Tia 3 lrto — ~a 3 + C * (/?) 


(0<a< + oo) f 



其中 CT (妒是依赖于/?的常数•在此式两端令 + 0 取极限，并注意到 J ( a , 灼在 a >0，^0 上连续，得 

0= KQ ， p ) = UmlCa , p ) = y ^- In ^+ C * ifi ), 

故 (：• (^) = --|-^+ y ^ ln ^ 于是， 

/( o .^)= —-|-» c ( a 3 +#) ln ( a + 尹) + 警 ( a + 沒 ) 3 — ^ o 3 —+-|~ n ( a 3 lna +^* ln ^) 

= 爭 [a 卢 (a+ 沒 ) +a J lna+〆ln^~ (a J +〆 )ln(a+ 沒 )] (a>0,/3>0). 


因此，对任意的 a , 谷有 

ln(l + a 2 x 2 >ln(l+^ z < r 2 ) 


r 

2 n 


cir 


=J 3 


[I 咕 l(|d + lpl 〉+ UI 3 lnUI + | p |” n |/^-( UI ，+ W ” ln ( U | + |/?|>] 


0, 


0. 


138031 从公式 J* = e_ ^ dx :re d：y 出发，计算欧 拉一泊松积分 J= e—^ cLr. 

解 在积分 e _^ cLr 中令 x = W ，其中 u 为任意正数，即得 

I=u \ 0 ^ e' B，|Z dt . 

在上式两埔乘以 e _- 2 du ， 冉对《从0到 + oo 积分，得 


由于被积函数 


r=} ； °°e- 2 duj ； 

A / 足非负的连续函数，并且积分 




dt . 


( 1 ) 


J ： 


-(14- f 2 ). 2 


udu 


及 


r 


■ z ud/^-e "* 2 


2(l+r 2 ) 

分別对 于/及 《 是连续的，积分互换后的逐次积分显然存在.于是 ，（ i > 式中的积分顺序可以互换 • 

e - (l+f2) -* udu 


并且有 




= tL TT? = f- 


由 f J >0, 故 




*) 麥看菲赫金奇尔茨著《微积分学 教租》 第二卷 483 目定理 V 的系理 • 

利用欧拉一泊松积分，求下列 积分： 


【 3804 】厂 


dx (a>0,ac-A 2 >0)°. 


解®思路+ 2 一>工谱一]， 令舍一 〉=，，侧删題的结果，即可 


获解. 


解 仁 〆 


dx 


= 厂 e-^rc^ -*-»)*+«- * 2 ] ^ = J 


r i(ar-f6) 2 dr = 


r 


Ta 


dt 


= h T e_ ， 2 办士— . t = 


Vf 


^-4 


) 只要假定 a>0, 条件 ac-^>0 可去掉 • 


【 3805 】 J+: (a, x 2 +26, x + f , 1241 f ° dr ( fl >0， ac -6 z >0) •》• 

攝 设 i 。— 贝“年 ㈣ 
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由于积分 L dx = Y , 故利用 2355 题的结果，即得 

f e -( 々 d … f e _ ( ' e]: ②〆 •“ 
}] J 厂 e " ~y ^ dx (a>0./9>0). 


(a>0 t ^>0). 


利用分部积分法及 3804 題的结果. 

由分部积分法知， 

e ^ _ e fi* ^ |*>co 2 _ 0 -^ 2 \a( 


(a>0), 


上的连 续函败，并且此时 


< + oo 上一致收敛，从而可在积分号下求导数 


广（6) 


利用分部积分法，得 







r 


sin^xclr= — 


2^ 


sinbx 


hi 


co^dx=^/(6) 


故 r ，— 忐廟 （— 


) .于是， 


f 


I\b) 

1(b) 


~ h \ 


bdb 


即 

其中 c 是待定常数.也即 
其中 G 也是待定常数.但 


ln/(6)= _^ +c 


(- 


I(b) = Cie^ (一 oo 〈 6< + oo ) ， 


/(0)=f e-« 2 d,=^jf e^d,= |7f* 


代人 ，得 C , 



于是，敁后得 


J。e cos6xdx= lib) = 

【3810 】 ^ xt -^ ： sin^xdr (a>0). 

提示 利用分部积分法及 3809 题的结果. 

解 J xe '** 2 s \ nbxdx = j sinAjd ( e _4j2 )=— 

^ Ta If COs6jdj ~ AVf e S ' 

* ) 利用 3809 題的结果. 

【3811】 J *°° x 2 - e - x2 cos 26 xdr (n 为正整数）. 

解由 3809 题得 

e ’ 2 cos26j ： <Lr= 夸 e _ *: • 


- oo <6<+ oo ). 


2 a 


^ + h \7 e "" 2 cos 6 xdx 


( 1 ) 


枳分 


I ^-(e ,2 cos 26 x ) dx =2* J x * e -x2 cos (26 j +^ ) dx , (2) 

而 | x * e ^ 2 cos (2^- fy ) |< x * e - x * ( j ^ O ). 

但是积分 £°° 〜 2 dx 对于任意的正整数 A 均收敛，故积分 <2) 当一 oo<6< + oo 时一致收敛.因此, 

(1) 式的左端可在积分号下求任意次导数，从而可得 

J f^：^ e lZ cos 26 a-)dr = 2^ 2 "6 cos (26 j 4- nir)dr 

= 2“(-1” ^°x Zn t- J \os2bxdx=^f ^ (e - * 2 ). 


即 


J 。 x tn e -^ cos 26 xcLr = ( —1)" 2^ ‘( 〆 )• 

【3812】 从积分 /( a )=£°° e*^^^dr 出发 ，计算狄利克富积分 D (^) = ^^ dx . 

解 先设沒 >0, 将 0 固定 , a 视为参变屋.仿 3760 题的证法， SJ 知积分 f 


da : 当 a >0 时一致 


收敛，从而， f(a) 是上的连续函数（注意，上述积分中: r = 0 不是瑕点，因为 limf 


=矽•由于 


r £ ( e 手)心 = - 厂 e_ax 峰一-為 


易知积分 f e “sin/irdr 当 a 彡 ae 〉0 时一致收敛（因为此时丨 e'" sin^r | 。％而 f dr 收敛），故 

知当。时，积分 J^°e 〜 ^ dr 可在积分号下求导数，得 

/(a> = - 

由 a 0 >0 的任意性知，上式对一切 0<«<+oe 皆成立.两端对 a 积分，得 


/< a ) = - 


(0<a< + oo) f 


其中 C 是某常数.由 |sirm|<U| 知 


|/( a )|<^^°° = l (0< a < + oo ), 


由此可知 Um Kd = 0 .在（1〉式两端令 a— + 00取极限，得0= — 


，故•于是 


/(a) = — 


( 0 < a < + oo ) 


在（2> 式两端令 a - + 0 取极限，并注息到 1( a ) 时连续，即得 

0 ( 3 ) ~ 1 ( 0 ) ~ lim /(a) = -?-. 

•，+o c 

当^ <0 时， D (/?> = — 0<—卢> =一 j •又显然有£)(0> = 0.综上所述，有 

D ( p )=- YSgnfi . 

利用狄利克雷积分和《茹兰积分.求下列积分： 

【 3813 】 Jr € " "^^cLr (a>0). 

解令/(^)= P 首先注意到: r =0 不是瑕点•因为 

JO X 


-2 axe - 




dr 也在 


由于 

e -^- ccsfa ^^ (j>0)f 

而 J7° 3 收敛，故 e 心在 一co</3< + oo 上一致收敛，从而， e ~" 2 ^ COS ^dr 也在 

— oo<#< + oo 上一致收敛.于是， K 妁是一 oo</K： + oo 上的连续函数.下设庄>0.由于 

而积分 J^ 00 ^dx 在沒彡戊 >0上一致收敛（因为当 *r— + oo 时+单调递减趋于零，而 | Sin^rdx | = 

1 — I <|■，故由狄利克雷判别法知 ， f dx 当沒> 戽 时一致收敛）.于是，当时，可在积分 
号下求导数，得 
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CD 



由 A>o 的任意性知 ，（i) 式对一切尽 >o 皆成立.于是， 

/(/?)= Y^+c (0<^<+ oo 〉， 

其中 C 是某常数•在（2>式两端令^ + 0取极限，并注意到 /( 炉在 一oocy^ + oo 上的连续性，得 


(2) 


-1 


J 厂 ~ x == /(0) = ^ m o 7(/3) = C . 

根据 3808 题的结果知 

J 。 -~~ ^ — dx = Vi ^~^) ( a >0,^>0). 

令/(印= - ~dx G >0>. 仿上面的证明，易知 J "/ e -" ^ e ’ 
•/( 灼是 P 0 上的连续函数.于是，在 （4) 式两端令 t + 0 取极限，得 

IT -^ x r l dx = J (0)^ UmJip ) = - y ^ ( a >0), 

以此代入 （ 3 ) 式，得 c =- y ^. 于是 • 

I ( p ) = - fP ~ ^ (0 <^C + oo ). 

当^<0时， K 卢> = /<一/3> =号<一分)一^.总之,得 

f 。 J 2 c -?^ r cLr = - J-lfil ~ y/na ( a >0). 

* ) 利用 3812題的结果. 


(3) 


(4) 


clr 当沒 >0时一致收敛，故 


【 3814 】 J 。 


sinaxsinRr 


dx . 


提示注意 sh 


j [ ccjs(ff —— cos ( ff +#〉 x ]， 并利用3790題的姑果. 




cos ( a ~ ^) x — cos ( a +5 )x 


dx 




* ) 利用 3790 题的 结果. 

C3815] J:°° si^cosfa:^ 

提示利用 3791 li 及 3812 题的结果，可得 


原式= 0,若 | a |<|#|; 原式 = + SK na , 若|«| = |糾，原式=子祕加，若 w >| 勿 


解 Jc 


； d x =-l I * " sin ( o - f - ff ) j + sin ( Q —_ 1 | °° sin ( g + fflsin ("- a ) 工 ]丄 


^ 0, 


\ a \<\/3\ 9 \ 


= ]ysgnflt \a\ = \p\ ##> • 


n 


sgna ， | a |>| 川… 》• 


利用 3791 題的结果. 

)及利用3812題的 结果. 


[3816] J 厂 ^ 


提示注意 




一+ sin3aJ： , 并利用 3812 题的 
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* ) 利用3812題的 结果. 

【 3817】 f (^^) 2 dz. 

解令 = (^/ dr •先设 a >0. 显然 ： r = 0 不是瑕点，因为 , l ^ i Q (_) 2 = a 2 •而由于 

(_) 2 <去，又 J •厂 J 收敛故 Jr (^£) 2 心在。> 0 上—致收敛，从而， J 厂(_) 2 如在一 0 时 
一致收敛.因此， /(<*) 是 a>0 上的连续函数. 

又因17°去(¥) 2 心 = IT 心•，而积分£ ° 工当心 Oo >0 时一致收敛（参肴 

3813题的解题 过程〉 ，故当时可在积分号下求导数，得 

r ( a)=Jf ^ cLr = f , (1) 

由 ao >0 的任意性知，（1)式对一切 a >0 茳成立.两端积分，得 


/(a)=ya+C (0<a< + oo). 

其中 C 是某 常数. 在上式两端令 a -+0 取极限，并注意到 Ka) 在 a > 0 时的连续性知 

0=/(0)— lim / Ca )= C . 

产 ♦<> 

于是，/( 0 )=号 0 (0<a< + oo) •当 a < 0 时，显然 /(<»>-/( — a> = ~| •( — a>, 故对于任何 a， 有 

r ( ， ) 、 = 心卜 f i 0 u 

【 3818】 f ( 亨 ) 3 心 . 

提示两次使用分部枳分法，并利用3812題及3816趙的结果. 








提示注意 sink = y ( cos 4 x -4 cos 2 x +3>, 并利用3790超的结果. 


解由于 sin 4 i =7( c os 4： r —4 cos 2： r +3)， 故 


1： 


一 sin 4 /ir 


dx 


=iJ ； 


cos 4 ax — cos 4 flx 


dr 


1 f … 

'Tjo 


cos 2 ar 一 cos 2 Ar 


dx 


= j ln | f I 一 +H f I = H f I <a^0,^0). 

注若 a =^=0, 显然枳分为零 ； 若^=0 (_0)或( 0 关 0), 易知积分发散. 

【3821】 J 厂 户 dj . 

提示令并利用3812題的 结果. 

sinCx 2 ) 


解作代换 


，则有 




【3822】 | ^ e ( ife ^0, a >0,/?>0). 


解 


r 


•cLr 


sinaxsin^r | + | 士 { - /fee “ sinaxsin ^ r+e ^ ( osin ^ rcosajr +^ sinaxcos ^ r ) } dx 


= Jo 


^ - i , asiniircosax+flsinaxcosar 


dx-k 


r 广 


sinaxsinBx 


由于 


j o ^c-- <?iinfe£9^ dj= |. ?»n^±^-?|nCa-^yx dr= 专 ( arcUn ^- arctan ^ 

dj =-^- (arctan 4 ^+arctan • 


r … 

且 J 4 - e -“ singj：sinfc- dj 


[(e^^-l) + l][cos(g-^)j ： -cos(Q-fg)x] j ^ 
0 2 «r 


=+r …- +r 

,1 J *°° cos ( o — fflx — cos ( q -4-/9> Jj ^ 


_ 1) cos ( a 4- fflx dj 


Y 


了 • T ln (a-p) 7 ^k 2 ~Y 


( a -/?) 2 


故 


I 


dx = 4^arctan 


_ 宁 IS . 






* ) 利用 3812 題的结果 • 

* » ) 易知 3796 題的 结果当 a > 0,^=0时也成立. 
【3823】对于不 同的; r 值，求狄利 充當间断来子 

D ( x ) = ~ T " 

7T J0 

作出函数 ysCK ^ r ) 的图像. 

解 d (工) = 丄广 sin ( l + x ) A -*- sin ( l — x)A 山 

it Jo A 


dA 


当 | x |< l 时 ,l + x >0 及 1- X >0, 利用 3812 题的结果，即得 D (d = + ( 号 + 号) =1, 



当 1 x 1 = 1 时 ，〗+ i 及 1- x 中总有一个为零，一个为正值，即得 D ( x ) = 
当 | zl>l 时， （ l + x)(l — or )<0, 即得 D U )=0 •如图 7.3 所示 • 




图 7.3 

【3824】 计算积分： 

(1) V . P . (2) V . P . 

解 （1) V . P . McLr = V . P . sina ( 广〉 d : 

= v p J 二 sino/pfL^-v. P. 厂 _ ^ 2 J 厂 ^cosa^ = nsgn a cosa6. 

类似地，可求得 

(2) V . P . I -^^dx = 7 rsgnasina 6. 


【3825】 利用公式 
汁算拉普拉斯积分 



解 L = J o " cosaxdx | c ^ e - ， (1 h 2 ， d ： y. 山于被枳函数 cosaare-W+^fiCXxC + o^OS^C + ooh 的连 
续函数，并且绝对值的积分 


"4 


cosax 


dx< |7 e •，办 厂 e- 2 dx=f If e- 2 d/= 


故原逐次积分可交换积分顺序，得 


L 


\7 e>dy \l 


cosaardjr = 


J ； 



dy >=f A - [〜 《) 2 ]山 




* ) 利用3809题的结果. 

* * ) 利用3807題的结果. 


【3826】计算积分 L := fj ^# dz . 

解由于砻 (^)=一^$^， 因此我们考 1 s 积分 L= jr f ?^ dx . 

由于 | f ^|< nb ^， 而 ife 收敛，故 i $ 当 一 oo < a < + oo 时一致收敛.又因当 

时， sinaa-dr | = | 卜 : 。SflA <士，而当 * r > l 时递减，且当 P + oo 时趋于零，于是，由 
狄利克雷判别法可知，积分 f ~ ^?七当 0 > 的 时一致收敛.因此，当时可在积分号下求导数，得 
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dL 


( 1 ) 


da 


— 


由 a 0 >0 的任意性知 ，（1) 式对一切 a >0 成立•由3825题知，当 a >0 时 ， L = 于是，由 （1) 式知 


显然，当 a <0 时， 


而当 a = 0 时，1^=0,综上所述，有 


Li 


= —^ = -|- e '* Ca >0). 

xsin(-a)x d：r= _ 4( 


= — 


r ㉟ 


l+X 2 


计算积分： 


【3827】 


dx . 


Jo 1+X 2 
提示 利用 3825 題的结果. 




n 


Y ’ 


i •㈠ 一 


利用 3825 題的结果. 


【3828】 Jr 


cosax 


7 Ar . 


(1 + x 2 ): 

提示注意 l = ( l + x 2 )- i 2 , 使用分部积分法，并利用 3825 題与 3826 题的结果. 


^ lo 


dx= r 〶心 - r° (T 


( i +/ 户 


T 


IT ^^irb) 


=f e 


1 XCOSQX 

y it ?" 


1 r • cosa - r—axsinaXj 

o "tJo -FT? — dx 




=JL»-ui 一 JL 办一 I 


• + ' f ' ■ f ' s g fto 


= f(l + M)e - 1 


利用 3825 题与 3826 题的结果. 


【 3829 】 




cosax 


+ 26 x+c 


dr ( a >0» ac —6 2 >0), 


解 ax 2 4-26 x + c s = a |^ ( x +~) + 、/ ■]• 令 


一 y/flC —^ 


则 


于是， 


丄 ( m >0), 

a m \ a ’ 

+ 26 x + c = am z ( r 2 - fl ), cosax = cosa — cosa ) 

ba 

j +« … • * •一 cosamfcos 


4-26 x+c 


<Lr 


\_ 
im J 


ba • t . ba 
一 -r sinam^sin 一 . 


ba 


6t + — p 

am J 一 oo 


1+ r 2 


由于 


cosamt 

1 TF 


= n 收敛，故积分 J " 二 2 出收敛.同理，积分 f 


-co 1+r 


敛.又由于为偶函数 


为奇函数，故 


从而得 


f 1十 P 

f ： T ^ d - 2 r c w d — 

厂 cosax _心 = 丄… 化 • 


J ! 


ax 2 +26 x 4- 


1+ f 2 

ba 

c — # 


dt — 0. 


一 P 


vac — ft 2 


dt 收 
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利用 3825 題的结果. 


【3830】利用公式 


去 （:〉 0) 


计货菲2尔权分 J 。 sin (: r 2 )cLr = + J * 及 | cos ( or 2 ) dr = + J 




稱 在 积分去 = U : 


的两端乘以 siru ：, 再在上积分，则得 






由于 Isirur • e _ ” 2 |<e 〜 >Z ，而 e dy 收敛，故积分 sin*r • e _ ” 2 dy 对 : rci <: r < j 〗 一致收敛， 
从而可进行积分顺序的互换，得 


[- 


’ （y sifLT + CO 




2 . f^° y e ^o> 2 , A 2 f … e- J o，' 2 • 「〜 y 2 ^ 1 ^ 2 , 2 f … e，!，' 

= & Sm H 。 l +7 ~ d3， " f ^ C05J ' 0 Jo 1+7^-^ s . nx , j o ^- d 厂 & co 从 j 。 — d y . 

上述等式右瑞的诸积分分别对 (XAC + o^OginC + oo 都足一致收敛的 （事 实上， e i (^< l , e _ V 2 < l , 
且积分 i+-y & J *' 均收敛）•于是•它们分别都 ® 1。，々（0<^<+00, 0 <々< + 00)的连续 

闲数.从而 ， it 1。— + 0,可在积分号下取极限，得 

f x ! siar 」 2 「从 dy 2 • f fo ° y 2 e ^ yl , 2 卜 e ^ yZ , 

Jo rfy^ sinJl Jo iT 7' d ^^ cosx, Jo TT 7 乜 

由于上式右端的后两个积分均不超过积分 

e - Vd ： y =+ V ^\ 且 lim 


J ； 



= 0 


故令 


最后得 


同法可得 


•即得 


sinj 


dr 




^ = Vf * 


r sin(xz)dj= ir $ d : = 吾 • 


i ； 


cosCxOdj 


= 备 


求下列 积分: 


138311 


L sii 


: 2 +26x+c)tLr (a^O). 


提示注意 


w 杨+内〔«) 2 +亨〕 


令： r+A = f ，对 sin(af 2 +t 二 f ) 使用和角公式，并利用 3830 题的结果，但必须注意 


I ： 


sinar 2 dr=sgna - ^ ^ J siny d ^. 


厂 sin(ax 2 +26x+r)dx = 厂 sina 〔 (i+ + ) +^^- 〕 dr = 厂 sin (a/ 2 )d/ 

― — f sina/ 2 d/*fsin —―— [ cosaf 2 dt 

Cl J — oo Cl J 一 oo 

一 62 4f D inyd>,+sin ^ yfef D osydy 


ac ， 


= sgnacos 


-/lal 
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= VSj( 


sgnacos £rf + sin ££Z ： 


-) 子 sgna ). 


(f^ 2 ) 


* ) 利用 3830 题的结果. 

【 3832 】 J" sirur 2 cos2axdx. 

提示利用 3831 題的结果. 

解 J sinx 2 cos2axcLr = J [sin(x 2 -f 2ax) + sin(x* — 2ax)]dx 

= -|- [V7rsin(-j-—) +7iFsin =*/JTsin ( 子 — a 2 ) =>/?a 

*) 利用 3831 题的结果. 

【 3833】 I cosx 2 cos2fljdr. 

提示利用 3831 题的结果. 

解 J cosx 2 cos 2 axdj ：= J [ cos ( x * +2 ax )+ cos ( j 2 — 2 aj )] d:r 

= -|- J [sin ( : 2 + 2 a:r + 号 )+ sin ( x * — 2 flx + 号 )]dr 

= "|~2 yiTsin (~| •- a ’+ 子） =>/ itsin (-^-+ a 7 ). 

* ) 利用 3831 題的结果. 

138341 证明 公式： 

<1) J ^ ^ sinao (a^O) » (2) -号 cosaa (a>0). 

这里 《 关 0, 积 分应了 解为在柯西主值的意 义上 . 

证 （ i ) p^dx 
Jo a —x" 

- i[r“ 巧叫 :， 


1 

5 


Ta 


2a 


Ya 


Ya 


im r r ^dx+ r 

•+o LJo a—x Jo a 十 j 」• 

.+oo 

im cosaU - r ) df+ J -- cosa ( pa ) d£ _ J A 

.+<«L * 罾 


cosax ( cosoJ 
a—x J 




+ x 


d 工 ] 


—• cosaU+< 2 ) 


dr + 


rA^a 

J 2 … 


cosa “一 fl) 




im COSfl(r ~ a) d/+ f A " COSg ^"^d/4- P cosa(n) dr — 

• 4-0 LJ Y / J A-m I J t j 9 


cosa(f-f a) 


A r :二 


,] 


it [r 

►-4-00 

im r 

•♦0 j 7 


cosa(r —a) - cosa(/ + a) 


df +K “ cosa(j^a) d[ _ 〔， cosa(t-a) d( -j 


2sina/sinau 




cosa (《一 a 〉 


di 




( 2 ) 


I ： 


xsinax 


dr 


= -4-lim 「 p—d:+ p 宇 cLr+r ^dx+ f 宇 

2 r • 十 0 LJo x — a Jo x 十 a J<r+ f -r—a x 十夂 」 
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__「_7 sing(f + a ) 

2 ^ 


d/ + 


广’ sina ( t ~ a ) dt+ ^ “(; + 〜 + J : 


-ilimff 咖 ■(■p-)d,+ “ ( 厂 a 〉 dr + 广 W 广〉 山 + J- Wfz 

= ]_ “ m [J A _* sinq(f —Q)4-sing(f + a)^ | | A+ * singU-a ) 上 | J 2 ** - ， sinoU-a > 山 


sina(^ — a) + sina(/+a) 


= 一 j lim 广 ^suiatcosaa^l — 广 sJnaU^a)^! ^ p sina^-a)^ 

^ y-f-0 J s t C A-*^oaJ t C f^^aj Za-a t 

A-^^oo 

= — cosaa J ^^dl= -- |- cosaa * \ 

* ) 利用 3812 題的结果. 

作 者注： 原趙 1) 应加上条件 a >0. 当 a <0 时，有 

r ^ dx= r ^ sina( - a> = - 

原題 2) 应加上条件 tf >0 .当 a =0 时等式星然不成立（左鴆等于 0, 右蜞等于一 f ); 当 

r 蹲 ― r 學辛 ―[- 号― „)]= 卜 

138351对于函数 /( O , 求拉普拉斯变換 

F ( p )= e _ 声/⑴ d / (/»>0). 


(1) /(/>■/•<” 为正 整数〉 
(4) /⑴ W -, 

(7) /( t )- sinajt . 


(2) /(/)=V? 


(3) /(«) 


(5) fit ) = costi (6) /(/) 


解 （1) F (/ >)= J :° V ， r _ d /=-+ e _〜- 厂 + ^ J , 


= f J: 




士 n | 厂十忐 士 ]*:>:“=為. 




再考虑积分 




e ' ir ( e - | - l ) d / = 


r 


^ xu dt - 


r 


^ dt = 


/ >+l P 

它对 P ^ po >0 是一致收敛的.因此，当 p ^ Po 时，可对函数 F ( P ) 应用莱布尼茨法则，得 


(户〉0) 


F ’（ p ) 


(当 P > Po 时）， 


/>+1 p 

由 Po >0 的任意性知，上式对一切 p >0 均成立.两端积分，得 

F (/ ») = ln + C (0</»< + o 

其中 c 是某常数.由 （ r ) 式知， 

lim F ( p )=0 9 

于是，在 （2') 式两端令 />— + 00,取极限，得 c =0. 由此可知 

F (/ ») = ln 宁 = ln(l + +). 

(7) F ( p )= J e ^ sina^Jt d / = 2 | uc ^ 7 sinowdu - - 

* ) 利用 3810 題的结果. 


(2 A 


2 P^P 


【3836】证明公式 ：（ 利普希茨积分〉 

| o e '"/ o (6 r ) d / = 




U>0), 


其中人 （ I ) = cosCxsin ^) 和为 0 阶贝塞尔函数（参阅 3726 ®>. 


证 




e ‘d/ j cos(6fsinf))dp 
由于积分 e “cosM/sir^dr 对 0<9<7r 是一致收效的，故可交换积分顺序•傅 
j* Jo(bt)dt^ j* dy> J e m co5(.bts'mtp) d/ 

丄 「 ( —aco8(6/cosy) 4-63inysin(6/sing>) •- | 一 、 ^ 

tc Jo \ a 2 4-6 2 sin 2 <p | 0 / ^ 

= a f * dtp _ 2 a fi dq > _ 2 a ff _d(tany) _ 2 a 

n Jo a 2 + 6 *sin 2 9 7r Jo a 2 ^ hl ^ sin 2 ^ x Jo ( a 2 〉 tan Z 9 >+ a 2 w Jo 

= 2 a 1 


( d + W + a 2 


: arctan 


Via 2 + b 2 ) 一一 J 

a 0 ^( a 2 ^ b 2 ) 


n a v / Uz + y ) 

【 3837 】求魏尔斯特拉斯变換 F(x)=^= e ^ )Z fiy'Xiy. 

设 ：（ 1> f(y) = U (2) /<y) = y 1 (3) f(y) = e Uy i (4) f{y) = 


解 （1) F ( x ) = 


(2) F(x 


= if ： 




d y = ^\ Z c ^ du 


=A ^E = 


-， ,2 y dy 含 f e -- 2 (x + «) 2 da 

u 1 du+^^\'" Z udu+^z | + ^ e 


-. 2 


du. 


由于 


rS 


du= ^\T ulem 2 du = -^ i 7 ud 


( e ~-)= 




：^1； 


du 
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] 3809 題的结果. 

切比雪夫一埃尔米特多項式 由公式 

(- l )- e x 2 - rr ( e ^^) (” = 0,1，2, 


H m U ) 


t ( 0. m 7 

―… H m U ) HAx ) e ^ dr = ^ 

I 2 m n ! Vtt f m = n. 

由 1231 独的结果知，为一个 ri 次多项式•且/的系数为2\不 J 

:: H n U)H m U)e^ 2 ^ = [2 (-1)-H.(x)£ ； (e-^ ><Lr= ( - 1 )_ J •二 

=<-1产]*二 

= (_l)-fj ♦: HlT , (x)£^ r (e ^ )dr=— = ( 

m<ii 时 ， f/ ；： , (:r) = 0 , 故 H m U)H m U)e ^ 2 6 jt=0i 

一 m = /i 时， f/iTVdsZ-n !， 故 J"°° //..(x)// 1 .(x)c-^cLr = 2'n! J 
【 3839 】计算在概宇论中有重要意义的积分 

= J e~^e"\f (<t, >0,«j 2 >0). 

-6)" 




解注意到 


6 +L 


2?2 U ? 2 


[(< r ?+ a2 > 6 2 — 2 < t ! x $+ ff ? j ： 2 ]» 


并令 


即得 


_g?+gj . a]x 

^ 2<A<ri f 2 祝， 


a \ 


2 M ， 





一 〆 


将 a ， b，c 的表达式代人上式，并令 < r = y /^ T ^ r ， 化简整理得 


妒 （ J ：〉 


72 ^ 


'6. 


利用3804題的结果. 
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【3840】设函数 /( o :) 在区间（一 cx >, + oo ) 内连续且绝对可积'证明 ：积分 

2 a 7^7 J - 


i r ♦的. x ) 2 

uCx.O = — /(^)e^ 4 - 2 i de 

2 n W rrt 


满足热传导方程勞 0 及初始条件(: r ,0 = /(: r >. 


证 


当 C>0 •— oo< x < + oo 时， | /( 芝) eD: | < | /( 爸 ） I，而 丨 /(P 丨啦 < + oo, 故积分 

仁她 

在 C >0，_~<: r < + oo 上一致收敛，从而 ，《( u ) 是0>0,一 oo < x < + oo 上的连续函数.考虑积分 

\Zi 地 = 广脈穿与孕^， 





先考察 （ i > 式中的积分. 

由于对1：1：|<：1：。.0<£。<£</,(：1：。山山任窻固定）•当时•有 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


/(〜 




<\/(0\ 


( U 
11 Aa 2 t 2 o 


而 


故当 I6l 〉《 r 。 时，有 


lim 

! f ! 一+< 


穿誓 = 0, 


/(^ e "^ | 训 /( 6 ) I ， 


其中 m 是某常数.于是，根据^ i /( oide <+ c « ，由魄尔斯特拉斯准则知，（〗）式中的积分在 kl <々， o < 
上一致收敛. 

同理可证，（2)式中的积分和（3> 式中的积分都在4|<工。，0</。</</,上一致收敛.于是，在其上可应 
用莱布尼茨法则在枳分号下求导数，得 




\at y/nt 

fen ⑽ 


广版 ¥ [ 辕 -r 


扣， 


du 

- s=s __ 

dx 2at 



<4) 


(5) 


Sx 2 


n 她 - w 「 聲 




4 a 3 / VtU L 

由 x 。，/。，/, 的任意性知，（4)、(5)、(6>三式对一切一00<：1：<+00,00都成立.根据（4)式及（6>式，即得 

u 


( 6 ) 


下面证明 


^ - a ? (- oo < x <- foo .,>0). 

Iimu ( xt £) = /( x ) (― oo < x < + oo ). 


(7) 


任意固定 x ， 易知（0>0,作变量代换 




故 


广 e - lJ ZT ^=2 a ^ e- Z du = 2 av ^ 

J 一 oo J — oo 

u ( x ,/)-/( x ) = ― [/(6)-/(^)] e *^ 




任给 e >0 .根据 / U > 在点: r 的连续性，可取某《>0,使当|卜刻<樹，恒有 |/(0 — /( x ) |< j .我们有 
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u(x,o-/cx)=^-^(|7j + + £1) _ /.+/ 2 +/ 3 . 


下面分别估计与 J 3 , 我们有 


< 




又有 


r/si = 




2a \/tcF 






2a \/^ 


句二 |/( 嫩 + 鵠 


戋 J 二 |/(^)| d ^+ i ^^ J _2 e - ? du . 


2a -/nt 

由此可知 linW 3 =0. 同理可证 lim 1=0 •于是 ，存在 7 >0, 使当 OCrCiy 时，佾有 


|/ 3 |<f , U . l < y . 

由此，当 0 < i<7 时，恒有 U ( JT ，/) 一 /(: r ) l <-|- + -|- + -|- = e . 

故 （7) 式成立，证 毕. 

* >作者注 ：本題 原书把 g = fl 2 0误写为营 = 士 0•另外原书只假定 /< x ) 在（一00,+00)上绝对 
可积，这是不够的.应加上假定 /(: r ) 在（一 oo ,+ oo > 上 连續. 否則，结论 lim “（ x , Z )*/( x ) 就可能不成立了. 


例如，令 


/⑴ 




x^Oi 

x 关 0, 


则显然 /( x ) 在（一| 


)絶对可枳.这时 


M ( Xf r )=0 (/ > O f — oo < x < + oo ) 


故 lim «( 0 , r )= 0 关 1 = /(0). 


§4. 欧拉积分 


r r 函数当 x >0 有： 


ru)= 山. 

r 一函数的基本性质由 F 面的递推公式表达： r ( x + i )= J ： r ( x ). 
若《为正整数，则 

r(n) = (n - 1)!» r(» +j) = l • 3 

2°延拓公式当: r 不等于整数时有： 


- 1 ) 


r(x)r(i- ： r )= 了 


此公式可用来求自变 fi 为负值的 r 函数. 
3° B 函数当 x >0 及: y >0 时有： 
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B ( x , y )== r 




成立公式 


BCx 9 y ) — 


r(x>r(v) 


rCr + y ) • 

【3841】 证明： r 函数 rcr ) 在区域 x >0 内连续，并且有各阶连续导数. 

证 一 1 e-*d/=£ 严 _l e- ， d/+ 

当工 >：1：。>0 时， 0< 广 1 6 -，<6- 1 6-，（0<0<1)，而£广。-^-，(1/收敛，故(^广 1 61(1/当工彡 < 1'。 时一致收 
敛：又当时， 〆 - Y * 分 m & l )， 而 f dM / 收敛，故当时 J ^ V ^ e - Mr - 致收敛.由此 

可知，积分 fV _ l e 〜 tk 当时一致收敛.因此， rU ) 在 ■ ro < z < ar 1 上连续.由： r 。 及工 〆 々〉 

x 0 >0) 的任意性，即知 r ( d 在整个区域 x 〉0 上连续. 

考虑积分 

| o ~(/ x ~ , e _, )cLr= | o f Mn/• e _ ‘df= J o f r_ 1 ln/• e ,dr+L ^"Mn/ - e _ *df. 

当 x 彡： r 0 >0 时， |厂 1 111 /.^|<广- | | 1 扣|( 0 <，< 1 >，而枳分 [ Vo ^ I In / I < J / 收敛（这是因为 lim 广 夺 • 

Jo 1—^0 


ro ^| ln /|= lim (-3 ln /〉= 0>, 故积分 P 产一 1 In /• e^df 当 jr > r o >0 时一致收敛•同样，当时， 

f + 0 J 0 

• In /. e _*(/> l ) •这是因为 时 0< lnf < f ,而积分 A e—Mf 收敛，故枳分 广 1 hiM dr 

当 • r ^ Cr 丨 时一致收敛.因此，积 分^^ 〆 - 1 In / • e ^ d/S 0< x o <^< x , 时一致收敛.由此可知 r ( d 在 x 0 < 

x <_ r , 上具有连续导数 〆 （■!•),&可在积分号下求导数，得 

〆 ( x )= f " _ l ln / - c * d /. (1) 

由 xo . x , 的任意性可知， r '( x ) 在 jt >0 上连续，且 （1) 式对一切 x >0 皆成立 • 

完全类似地，可证 rU 〉 在 x >0 上连续，且可在 （1) 式积分号下求导数 .一 般地，由数学归纳法可知，对 
任何正整数 n , ra (： r ) 在 : r >0 上都存在连续，并且可在积分号下求导数•得 

r ( * > < x )= ^ ^-'( lnO - e ^ d / ( x > 0 ). 

【3842】 证明： B 函数 B ( x ,： y ) 在区域 : r 〉0,： y >0 内连续，并且有各阶连续导数 • 

证由于当时，恒有 

OCrUl - aWU - f )，。- 1 (0</<1), 

而枳分£ 〆 。 U 1 — 收敛，故积分£严 -1 (1一/)，在 o ■彡上一致收敛，从而， B ( x ，; y ) 是： 

x 0 ,^^ o 上的二元连续函数.由工。>0,：)；。>0的任意性知， B (: r ，; y ) 在整个区域 x 〉0，; y >0 上连续. 

考虑积分 

'] d /= T f ' Cl - rVMn / dr . 



由于当 x >: i : 0 >0,： y > yo >0 时，恒有 

|r"- , (l-r) , - , ln/|<^o- I (l-O y o _, \\nt\ (0<0<1), 

而积分£ 收敛 

(因为 limf 1 T (1 — /) y o _1 I In /1 = — limi T ln /=0* 

I —+0 f -^4-0 

iim (l—/) 1 丁 • r^o 1 (1 — r)^o ^ 1 I In/1 = — lim (1 — O 丁 ln/ = 0) ， 

1—1-0 卜卜0 

故积分£产^(1 一 O，— Un / df 当 x>x G ，：y>：y。 时一致收敛.因此，当 x>*r。，：y>y。 ，时可在积分号下对: r 求导 
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数，得 

Bi (x .>) = 1 (1 — t) y ~ 1 In/d/, ( 1 ) 

并且 Bl (* r ， 夕)是 x > x 0 上的连续函数.由 x o >0.^ o >0 的任意性知 ，（1) 式对一切 x> 0 9 y> 0 皆成 

立，并且 B 〗（* r ，： y > 是区域 x> 0 ,y> 0 上的二元连续函数.同理 SJ 证 B ' y U ,： y ) 是区域 x >0,^>0 上的二元连 
续函数，并且 x >0,; y >0 时，可在积分号下对: y 求导数，得 


B ， y ( xty ) = 


( l - O ^ MnCl - Odr . 


完令类似地，利用数学归纳法，可证 


a _ BCr v 


d m Bix 9 y)_ f 1 

dx i dy^ i 一 Jo 

利用欧拉积分计算下列 积分： 

【 3843】£ V^T'dr. 


在区域 x >0,： y >0 上存在连续，并且 


(1 一 r )，— Uln/VClnd 一 r 〉]— 


由于 


[ r (+)T= r (+) r (卜+ 卜六 ― 


故 r(-|-) *=Vrr. 于是， J。 Vx — x 2 dr^j. 

【 3844】 £ x 2 ^Ja v -x i dr (a>0). 

解 J:? Va I -x t Ax=a'\\ (f )V 卜 ( 予 ) :d(f*) =a’J: 

138451 r 

提示令 

褓 设•則^ = 71^山•代人即得 


r «“ k “= b (+4 )= r (」 r ):( 4 ) 

=J_ 5 _ = _ 2 E_ 

4 sin-f 2 ^ 2 * 

4 

138461 \ 7 ttp - 

提示令； r 3 = r 后，再令 J ^ = a . 

解 设？ 、，则 •再作代换 ifr “，即得 


r(2) 


-+ r (+) r (+) 


r rfe = l jy 4< n 〉 七 H ~ B (+， 音卜 


1 r (|) r (y) 


ru) 


2 tc 

3 VT 
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【3847】 


r 


a^dr 


提示令： r 4 = r 后，再令 J ^ = u . 

解 设卜 ，，则 r 浩 =+ r ^ d , ••再作代换，即得 


Jo nS = t £ M ' l (1 - M ) ' ldM = T B ( f * t ) = 


i r (f ) r ( j ) 


r(i) 


13848] (* 2 sin 6 xcos A jrdr. 

提示令 sinx = / 后，再令 t =^ fu . 

解设 户 siar , 则 p sinkcosSdj — £ / s ( l -/ 2 ) idr . 再作代换 f = v ^, 即得 

j 卜彳 — jj: 山卜 ““ =K,+)4L ( l )r ( 音 ) 


r ⑹ 


T 


y • y 


T ^' Y ^ 


5! 


3 tt 

5 T 2- 


138491 f 


dj 


ywx 7 

提示令 JT "= f . 

解设 = r ，即得 


( n >0). 


【3850】 x l - e-^dx (n 为正整数>. 


, M ) r (宁) 


r ⑴ 


提示令 


解 r 〜 wr 〜 心 +r 机，(辛) 


求下列积分的存在域，并用欧拉积分表示这些 积分： 


【3851】(”〉 o ). 


提示令: r - sr 后，再令^ = 14,易知积分的存在域为 0< m < n , 且结果为一 5 —, 

1 十 z mn 

TtCtt \ ■■ 1 


解令/=/，再令 y ^ = M ，即得 




du 


此积分的存在域为1>0及=>0,即 0< m < n .此时，我们有 


〒卜 


1 


m ) 



138521 r?r 


(l+x) 1 


提示令— = ^， 易知积分的存在城为 0< m < n ， 且结果为 


解设 


1+x 


1+ j 


，即得 




m ) 


存在域为 m >0 及 n _ w >0, 即 0< m < n . 

f 碑 ^(Lr 


138531 


提示令 


+6? 


, u … （ a>0,6>0 ， n>0). 

Ca + bx m ) p 

=“ 易知枳分的存在域为0<2±1</>,且结果为 

n 

5 LL 1 




解设 


bx 


，则有 


i =( f )-( Y ^) - ， 心 = + (舍)■(二 ) U d “ 


代人即得 


211 J 


(卷)，— w ) _ 


=9(含厂 8 (苧，广屮)， 

存在域为 @>0及 />一21±1>0,即 

n 

【 3854 】 J: 

6+c x 一 a 


n 


n 


( x - a ) m ( b-xr 
(JT + W +* 


提示令 


b—a 


= r , 易知积分的存在域为 m>_l 及 n >_ l , 且结果为 


(6-a) 1 


U + c ) •十 Uft+cr 


B ( m +1 t «+ l ). 


解设^则其中且 


b—a x+c 
_ (a + c)/f 

TwT 


x—b= 


1 一 “，〜 • 64-c 

(a —6) + (6+c)// 


一 It 


x+c 


a + c 

r = T /, 


dr 


(a + c )/ 
( I - IO 2 


dt. 


代人即得 


(x-a) m (b-x) m 
(: r + c ) 一 2 

(b—a) 


dx ; 


(a + c)" +1 (6+c) 
存在域为爪> 一丨及 

f 1 dx 


如_+1 i 

TTr ^ r 


\r J: /"[(a-6) + (6+c)/r]-dr 

(卜 “）• + • + 


(\- trdt = 


+ c )^ 1 (6+ c > , 


^ rB(m + l f n + l ) t 


【 3855 】 




(m>0). 


解设，=/，即得 f 。 


dr 


= 士£ 土 1(1 一 / r ^= i B ( i ， 1_ 士)， 


存在域为 1 一-^>0,即 n <0 或 n > l . 

Tt 


【 3856】 JJ sin" 


xcos 
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提示令 siar=r 后，再令 t 2 = u, 易知积分的存在城为 m >_ l 及 n >_ l ， 且结果为 

^ / m+l n±l\ 

2 2 f 2 

解 ％ S in_r = /， 再令 / 2 = «, 即得 

J ； simcos - id ^ £ r ( l -/ 2 )^ d / = ^£ “午 （1 一“） 宁 d “=+ B (宁，甲) ， 

存在域为 m>_l 及 7 I > — 1 . 

[3857 J tan" j dr. 


提示令 


后，再令 f 2 = w , 易知积分的存在城为 | n |< l , 且结果为 


2 cos 


T 


解令 siar =^， 再令 / 2 = m ，即得 

tan'jdj：= — Z 2 ) - ^ dr=-^ (1 —«) ^r 1 du= +B( ^ - ) 

^ ( 宁 ) r(1 -宁 ） i ^ ^ 


rd) 


. n+l 


2cos 


nn 


存在域为 f >0 及 Lp >0 •即 | n |< l . 

138581 \l (0 〈⑷ 〈”. 

m 设 tan j •则有 tan + ，利用三角桓等式，可得 


_ */\—k 2 sin/ 

1 一 kcost f 


c - r - A , +^03, = • dx = 


-^ COS/ f 


— kcost % 


— kcost 


代人即很 


f: - 扪 - f J: … f J: sin-|cos-fd,. 


在上式右端的最后一个积分中，依次作代换 sin f = u ， M z = : V ，即得 

«C ( l ^ Tcosx ' r dj =2 "" ，(, ~^ ) " ? £ 2«- , ( l -« i 2 ) i rdtt = 2-- , ( l - it 2 )-7£ y-^d-yy-^dy 

存在域为 n >0. 

【 3859】 | o ^ e'^cLr (n>0). 

解设〜，即得 r …•心 = + r t -"«" d < = T 以士). 

存在域为+>0,即 ">0. 

7 l 

[3860] J 厂 x"e' x " dr. 

解当 《>0 时，作代换 /= “则得 

rVe ”- dx=ir 冷、-,山=丄 
Jo n Jo n 

当 n <0 时，仍作代换; r a = f •则得 

r ,» e - dx=-!-r 庁 e ， d ,=- 丄 re - 

) Jo n J^oo n Jo 


哼)； 


251 



将上式结果合并，即得 ：当 《 关 0 时, 


r ， e 、 = R r d 

当《 = 0时，枳分 J c "°° x " e - l dr . 显然发散.因此，积分 j ^ x - e -^ cLr 的存在域为 ^ i > 0 . 
13861] £ (In 士)， dr . 

提示令 z = e —*, 易知积分的存在域为/>>1,且结果为 r ( p + l ). 

解设 ： T = e _、 即得 


Inxdx ( a >0). 


dx=— J t p e l At— J Pe _ ’dr=r (/ >+l ) ， 

存在域为 P > — 1 

【3862】 J :°° 工〜， 

解由 3841 题的证明过程可知，积分 x ^ e ^ lru - dj - 

失 T P 在一 \< po < p < p \ 时一致收敛. W 此，当 /><></)</>, 时， 


俏是， 




r(P+i) 

V 1 


故 


x # e 


一吉[ ㈤ : 

山一 lC /^ C ^ 的任意性，即知上式对一切 P >_1 均 成立. 

x ^ Mru : 




【 3863 】 


.7 ( " >0) 


解由 3852 题的结果知 B ( p , l - p )= J o " > (0< P <1). 


显然，所求积分 
F 证积分 


r 


x^Mnx 

1 +x 


dx = 


] 74 ( 品心 . 


r 备 w: 备十 {； 


r^ l \nx 

T+T 


dx 


在0<外<^灼<1上一致 收敛. 亊实上，此时 


1 + x 


lnr I ； ]njr| 

TT 7~ 


x p ^ 1 1 lari 


dx 收敛 (因 为，。 


(0< x < l )， 

lim ( —xT lor ) =0) ， 


而积分 

故积分 £ 当〜</»<々，时一致收敛.另一方面，当时，有 


u > i ) 9 


i + j ： 


i +. 


而积分 f X P J 2 lrurdx 收敛（因为 lim x 1 * i u 产 2 lar = lim x 5° Vlnx = 0)， 

J l x-^-f ® 

r+<« T 广】 In 了 r+~ 一 】 lr%T 

故积分 L £ TT i ^ 心当/ >。<户时一致收敛.由此可知，积分^ 当时一致收 

敛.从而，当时，可在积分号下求导数，得 

Tp BipA ~ p)= \7 ^Trf^- 

由/>。，广，的任意性知，上式对一切 0< P <1 皆成立.由于 



故 M 后得 




7T 2 COS/>7T 

sin 3 / >7 t 


(0</>< l ), 


cos pr 


(0< p <\). 


【3864】 ^ J dr C /»>0). 
解在 3863 题的基础 t , 考虑积分 




… V ， ln 2 


1 +x 


dr . 


〜 x ^ Mn 2 


1 +x 


: dr 当0</»。</><夕,<1时一致收敛，从而，积分 


VU + cos 2 pn ) 
sin 3 pi ： 


仿 3863 题的证明过程，可证积分 J " 

可在积分号下对/>求导数两次（当 p 0 < p < p ' 时〉 •得 

r -一卷(志卜-吉(德 卜 

由 Po ^ Pl 的任意性知，此式对一切0</><1皆成立. 

r 身一 1 一 W 1 

138651 L 

解易知 . 3 0</><1,0< 9 <1时，积分收敛.事实上，设 p <9, 则由 


lim 


lim x 2 


即知.考虑积分 




却 = ，。|( 1 1 ;:;二 1 =0 , 


dx = 


,1 一 p ).》 


(H-x)larJ^ L 
易知枳分 fj ^ dr 当时一致收敛（事实上，这时 

<0< X <1), (1 ^ < + 00) 

而积分 £ 和 17 心都收敛），故当 0< p 0 < p < p 、<\ 时，可在积分号下对/>求导败，得 


其中 /(/»)=£ 




l \ p ) 


dr (g 固定，。〈(/〈飞〉• 


( 1 ) 


( l+xMnx 

由户。， / M 的任意件知，（1)式对一切0</»<1均成立.两端积分，得 

/( / >) = ln | tan ^| +C (0</»<1), 


其中 C 是某常数•在上式中令 p = g , 并注意到/(9) =0,即得 0= J ( 9 > = ln |加专 | +0，故 C = 


-In 


2L 


由此可知 


r 


x p 


(14- x)lnj 


dr =/(/)) = ln 


2J1 


f 


(0< p < l f 0< 9 < l ) 


* ) 利用 3852 題的 结果. 

【3866】 f 1 工’ 1 ~ X 'dx (0< p < l ). 

Jo I 一 X 

提示所给积分可看作求下列 极限： lim [ B (^, e )- B ( l - ? ), c )]- 
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解首先，由宁 


lim 


工夕 -1_ 


— lim 


(p-l)x^ 2 ^px 


1—j 二 T:o — 1 

故 x—l 不是瑕点•令 />0 =max{ p，l — />} ，则 0< po < l . 取 /»。<〆 <1 . 由于 

分一 1 一 


=1 一 2/>, 


1 一 X —P 一（】一身） 

\—x _ x-^o 1—x 


= 0 , 


J ： 




故积分 L xP ~ i ^ Pdl 绝对收敛 (0 〈/ ><1). 

考察积分（含参变量 e ，0< e < l ) /(€)= Jc (1 _^: 

而上面已证积分£ :收敛，故积分£ 当 0< e < l 时一致收敛.由此可知， JU ) 是 

0< e < l 上的连续函数.但是，显然当 0< e < l 时•有 

L a- J )^ Azr=B(/>,e) ~ B(1 ~ />tc), 

于是，由 / U ) 在 e = 0 的（右）连续性，得 

[ X . _ J — ( Lr =/(0) = lim /( c ) = limLB (/>. e ) — B (1 — p . e )]. 

J 0 1 一 j « •♦ 十 0 ••♦+0 

根据 r 函数与 B 函数的关系以及 r ( x ) 和广（: r ) 在 x >0 时的连续性，得 


+0 


[B(ptc) — B(1 — />•€> j 

r ⑺ [ r (/ or(i — />+ e )- r ( i -/ or (泠十 e )] 
r ( p +€) r ( i -/>+ e > 


•二 Sr (/>+ e ) r ( i - p + e ) r ( i — e ) 


lim r(e)r(l-e)[r(/Or(l-p+e)-r(l-p)r(p+e)] 


lim r(e)rd-c)[r(p)r( l-^+c)-r(i-p)r(/>+ 6 )] 


lim 


r (/ or ( i -/ om 〉 ••二 

r ( />) r ( l 一 / >+ e ) — r ( l 一 />) r ( / >+ c ) 

sinxe 

r(/>)r / (i-p-fc)-r(i-/>)r / (/>+€) 

7TCOS7TC 


= simip lim 

t -4 -C 

[ 1 \/>〉广（ 1 一/>)一「( 1 一/ 0 广(/>)]. 


但是，显然 


rx / or ' u - zo - ra - 〆 (川 一忐 [ r (/ or ( i - p 〉]= — 忐 (点) 


COS/>7T 

in 1 pit 


故最后得 


【3867】 


J ： 


: r 广 1 - • 


dr = 7rcot/)7t (0<p<l). 


J : 鵠 


dr (0<a<^). 


解 J : K 耔 




1 f 4 ^ 0 e (•炉 x 

2^ Jo ~r 1 


— e(r 山 


tan 


07 T 


声〜 9/9 I. 1 一篇一 2 决 

= 丄「 / V-'-rV . _ 7 T ( j ?- g ) ir °_ 

~2 pio ~ d 2 〆 2 尽 

* ) 利用 3866 題的 结果. 

【 3868】 £ lnr(x)dr. 

提示令 l_x=f 后，可得 


d ( e ， 


a : 


噌一 t - 句 


dr 


lnr ( ar ) dr = j 丨 ln [ r ( x ) r ( 1 — or)]dx 
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并利用2353題 （1) 的 结果. 

解设 l —: r = f ， 则有 | lnr ( j ：) cLr = J lnr(l — r ) d /= J lnr(l — : r ) cLr . 
相加即得 


2 | o lnr(:)cLr= J 。 ln[r(x)r(l —x)]dx= | In 


☆di=lmr- J: lnsin^xdx 


lnsin/d/ = lmr — 


-丄「 

K Jo 

= \ nn —-^- ( — ^- ln 2 ) = ln 27 t . 


[ I ： 


lnsin/dr+ \ lnsin^drl = ln7r — — | ^ lnsin/df 
r. LJo 」 »r Jo 


于是， 


lnr ( J ：) cLr = — ln 2： r = In 


* ) 利用 2353 趙 （1) 的结果 • 
[3869] lnr ( j)dr ( a >0). 


解设 

则有 

两端积分，得 


Vi 

•癱 


•« 

. 0 


F ( a )= lnr ( x ) dx = lnr ( j ) dx — lnr ( x)dx 


■fo 


F'(a) = lnr(a + l) - lnr(a> = In ^^y^ = lru/. 


F(a)= a (lna-l)-hC, 

其中 C 为某常数.让 fl — + 0 •得 C=ln 于是， 

J* lnP(J>dr=a(lm 2 — l) + ln v/2jt. 


» ) 利用 3868 題的结果. 


【3870】 lnr(x)simra:cLr. 


解 设 工 = 1 一/，则有 | lnr(j)sinnj ： dr= | lnr( 1 — /)sirmfdf= J lnf( 1 — j)sin7rj ： da:. 

相加即得 

2 J^lnr(x)sinnxdx= ln[r(x) r(l - j ： )sinjwrcLr] = J。(In ) sinirrdx 

= lmr J sinitxdj— J sirmjrlnsinirrdr. 

由于 f sin 7 rxdr = — —cosirx = i 及 
Jo n \o n 

J sin7c-rlnsinm ： cLr=J sin/lnsin/d/=J sin-^-cos + [ln2 +lnsin+ ( 1 一 sin 2 ) ]df 

=~ J" w[ln2 + lnM + ~|~ln(l — “ z )]d“ = ^ |^-|-« 2 ln2 4 - -|-w z (ln« — j ) | 。 _ ln(l — u l )d(l — 
「 *|~ln2_ + + + f 1 ln/d/1 =iln2 -- ^- + 丄 (dn/ - O ! 1 = 丄 1 。 2 - 丄， 

7t L Z 4 4 Jo J 7T 7T Off 71 

故 B 后得 

j 。 lnr(x)sin7Txdx—-^-lnTr—(~ln2 —-^-) =-^-(l-Hn -|-)- 

【 3871 】 j* lnr(x)cos2ri7rxcLr (n 为正 整数） • 

解设 : r = l — “则有 

f lnr (: r)cos2mu ： d:r= J 。 InlXl—f)cos2n7r/d/= J。lnfC 1 — x)cos2n7ixdr. 
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等式两端同加 f 


lnr(a:)cos2n7t:rdT ，得 


lnr(x)cos2wirxdx= j ln[r(j ： )r(l ~ j) Jcos2mrjdj：= J (lnw—lnsin7r ： r)cos2w7rrcLr 


cos2/i7ulnsin7rxdx= —一 cos2n/lnsin/dr 


iJo 


1 ♦ 0 . • , 1 f* sin2n/cos/, 1 f* si 

=— o~sin2nnnsinr — -:- d/ = r — — 

cnn o ZmcJo sin/ Znir Jo 

=^-rr 迚命 + - 1 - ) 〜 + psin(2n-Dr d/ i i (7r _ 

4htt LJa sint Jo sin/ J 4 /itc 


sin2n/cosr 




于是， 


lnr(x)cos2mrxdx = 


利用 2291 題的结果 . 


证明 等式: 


【3872】 


「 心 • p ^dx =JL 

Jo x / l - x 4 J 。 yi - x 4 4 


证明思路首先，将积分 £ l (\-T m )^- ] d2 (p>0.g>0.m>0 ) 表成 r 嘉教（令 x m =t) 

t n ^) r ( q ) 


r (上 +<7> 


其次，利用上述结果，即可证明等式 . 


证宵先，我们将积分 j o x ^ l (\- jT )^ l dj ： ( p >0. q >0, m >0) 

表成 r 函数.作代换 x "= r ，即得 

Jo /n Jo tn x m 7 


r (上） r («/) 

tn 

r (亡 h ) 


利用此结果，即可证得 

> dx f* x^cLr 1 r (+) r ( j) r (|) r (+) 1 r ( + ) r (+>[ r (+)T „ 


V r( + + + )r( ++|) 4: +r( + )r( + ) 4 


【3873】 J 。°° e_X< d:r • J o °° P dx= 

证明思路首先，将积分 x"e-"*dr (m>0,n>0) 表成 r * 数（令 ？ = 0 +r ( ) . 其次，利用 


上述结果，即可证明等式 . 
证首先，我们将积分 


r —- 


dx ( m >0， n 〉0) 


表成 r 函数 . 作代换？=“即得 




利用此结果•即可证得 


J 厂 e-， 4 cb: • Jr x 2 e- 4 dx= + r(+) • +r (|) =去 
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【 3874 】 


nr (士 

证利用 3873 题证明过程的一个结果，即得 


nrv-in=n + r(fH+rf(r(f) 


令 £= nr ( f )= ftr (〒)， 則 


P=nr(f)r(〒)=n — 


由于 ^ n (- 

朗 - 1 

其中 i 2 = _ i .让取极限即得 


2// I 7 T 


n 


• . 2mn \ 
— 1 sin - ) t 


釋 • 

„=n 


l - 


2mn . • 2mn 


= 2 - »n 


rnn 


故有 


从而得 


n - 


2_ 


nr m= (士 ).4 • 泞 •( 切 ■ (+)•+W 


【3875】 limp” iT’dr=l. 

提示令 x"=/ ，并利用式「(: r+l)=ir(ar) 及 3841 *4 的结果. 

解 r v 〜 = r + h e -， d/= ^ r d 
由 3841 题知， r(x) 当 x>0 时是连 续函数，故得 

limf … e ，， dr=limlr(l) = limr(l + l) = rU) = l. 

Jt^r^vj 0 M V fl / V n / 

利用等式士 = f r^ c -^dt ( x > 0 ), 求 积分： 


【 3876 】 


dr (0< m < l ). 


m 我们有 

r c ° M jdj r 广 

fe r r ' TO df = r ( bJo f <alanM) " ?i^ ascc2ttdtt= df tan "■“ dtt . 


r (； 


2r(/w)cos 


(fl>0). 


交換积分堠序的合理性证明如 下：令 


/(X") = 


(0< m < l , a >0). 


对任何 A >0, 我们有 


J: dx £ |/(x,f)|dr< dx J *" r - , e -- d /= r ( m ) p：< + ' 


故对于 L dr fU . Odt 可交換积分颀序，得 


I dx I f{x,t)dt= J dt I /(x,/)Ar. 


( 1 ) 
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但是 


f [A f+oo rA 

Jc ^ J o /(^fOdx= J ’两 一 1 dfj e" J, cosaxclr = 


(asinaA — tcosaA ) 
a 2 + t 2 


T?] df 


,( 2 ) 


其中 M 是某常数，故 


.-« e ^ (asinaA — fcosaA ) 






由此可知 


lim p " r - 1 - 


(asinaA — /cosqA) 
a 2 + r 2 


d / = 0. 


再注意到积分 d / 收敛，在 （2) 式两端令 A —+ do 取极限，得 


，jro 


r)dx = 


(•+OC t 卜 w f+oo f+OD r-^rtm^ 

但是， Jo r 叫。 r ，dr L e -cos«xdx=J 0 d/j o 

于是，在 （1) 式两端令 A —+ 00 取极限（由于右鴆极限存在，故左鴆极限也存在 

J 。 drj 。 /(:“)d/= J 。 d/J 。 /(x,/)dx. 

) 利用 3857 題的 结果. 


r(m) 


+ 广‘ Tim ) 


2 r ( m)cos 


2 r ( m)sin 〒 


*) 交换积分顺序的合理性可仿 3876 題征明之，只要注意到 |sina ： r|< aJ : (a>0,x>0). 于是，当 
0< m <2 时，对任何 A >0, 有 

J drj " I sinax • /" 1 e n \ J dj J axt m ~ l e a dt = ar ( m ) | -^ y < + oo . 

【3878】证明欧拉 公式： 


/ x ^e ^cos(A^ina)dr= 


cosax j 


sin ( A ^ sinc ) d / 


sinax (A>0,z 〉 0, - 4<a< 妾 ） • 


证山于当 0 < r < + oc 时， 


而（作代换 Xtcosa = u ) 


I f 1 e j ① • cosCUsina ) I <广 




d«= r(j) < + oo, 
( Acosa) x 


故积分 1"^ 


-1 ^-i/cosa 


cos ( Arsina )^ 收敛.同理可证积分 e -^- sinC ^ sina )^ 也收敛.令（固定 A >0 


x >0) 


/(a) = 


j* / r_l e - i , CWB cos ( A / sina ) d / (一 | <a< j ) • 
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(a) = 


P ♦ OQ 

Jo 


sin(A/sina)d/ (一 


2 


我们有 


- [^- e -- cos ( Arsina )]= A ^ e —[ sirv , cos ( Arsin .)-^^ 


故当一 €时，恒有 


1 〆 


[sinacos(A/sina) — cosasin(A/sina) ] I ^2t x e~ Uc0ia 9 


而 

故积分 


1 ； 


-= c £^<- 


J 。 cos(A/sina)]d/ 


在一 


号+«号一 c 上一致收致•于是，可在积分号下求导数，得（当一 - e 时〉 

l\a) = J e~ Ucom cos(A/sina) ]d/ 

= r ^ e " 

= 


= / x c 


e 一办 … [sinacos(Af sina) — cosasin(A^sina) ]d/ 

「 Aro -d[sin<A/sina)]+ J 。 ^sin(A/sina)d[e' 

sin(Afsina) | — J sinCA/sinaJdC^c'^^j + ^e'^^sinCA/sina) 


d[f^sin(Afsina)] 


=— 


xt 2 


_ 1 -kcoto 


r - _ 

J c - A , co ,- sin ( A / sina ) d /+ J A/ X e ^^ cosasinCA / sina )^— 

— A ^ e "* 4 * w , - sinacos ( Arsina ) d / 

— 2x^ 〆 1 e'^^sinCA/sina)^-* J* XI s e -ro ^[sinacos(A/sina) ~cosasin(A/sina)df j 
-2xlx(a)-l\a), 


sin(Afsino)dr 


故（当一• — e 时） 


/ / (a)= —ar/i (a). 


( 1 ) 


由 £>0 的任 S 性知 ，（1) 式对一切一 皆成立.同理可证 


由 （1) 式与 （2) 式，得 
解此微分方程，得 


r ,( a )* x /( a ) (- y < a < y ). 

r ( a ) + x l /( a ) = 0 (- y < a < y ). 


( 2 ) 


(- 


f <a< f ) 


/(a) = C\ cosax+ C：sii 

其中 C , , C 2 是两个常数.在 （3) 式中令《=0,得 

C,=/(0)= t^- l e- 2l dt=^-. 

又在<1)式中令 a =0, 得 

J ， (0) = -a:/ 1 (0). 


(3) 


(4) 


但是，根据（3> 式 
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/ / (0) = /'(a) I o = (Ci jsinaj-+ C 2 JCOSax) | _ q = Gx , 
又显然知 M 0)=0; 故由 （4) 式得 Cz =0 .于是，最后得 


I ( a ) = ^ r ^ cosax ； (- + < a < + ) , 


A x 


(a) = ~—/ f (a) = 


IXx) 

A x 


(-y<a<y). 


证毕 


【3879】 求曲线 ^二 / cosr ^ Ca > 0 . n 为正整数）的弧长. 


提示 注意所求的弧长为 s = 2 n ]^ 入 / 〆 +($) 和，并利用 3856 題的 结果. 
解 所求的弧长为 


= 2”d + ( 骞） d?>=2^J ； 


i=2a | 7 cos- 1 fd/ = flB(-|- ，^ ) 


利用 3856 越的 结果. 


【3880】 求由曲线 U 卜 +IW=〆 （ ” ： >0,fl>0) 所阁的 面积 . 

解所求的面枳为 

A=i \[ W) + 心 < - ' ， a_,) - d,= 1 f ： B (i-T +, ) = ： v : ()!(::' 

岜 [ r ( 士)] ’ 

T. 


§5. 傅里叶积分公式 


1° 用傅里叶积分表示函数 若 1) 函数/(^)在一 ooO < + oo 内介 定义； 2) 在毎一个有限区间内此闲 
数和它的导数/'( I )秆&分段 连续； 3)/( t > 在区间 （一 oo , + oo > 内绝 对坷枳 •则在函数连续的一切点，可把 
函数表示成 傅里叶 积分的 形式： 

/(•r)=J 。 [a(A)cosAx+MA)sinAx]dA. (1) 

式中 a ( A > = +/( pcosAe ^ 及 = + /( e > sinA $ dC . 

在函数 /( x ) 不连续的各点，公式 （1) 的左端应改为 +[/(_r + 0)+/( i -0)；]. 


对于偶函数 / U >， 公式（1> 给出： 

/(x) = J a(A)cosAxdA. 

其中 a{X) = ' T \,^ / ( ^ )cosA ^- 

并且对不连续的点也有同样的说明. 

类似地，对于 奇函数 /(d 可得： 

/(x)= J MA)siatrcU ， 
其中 6a) = ^Ic / ( ^ )sinA ^- 


( 2 ) 


(3) 


2° 在区间 （0,+ co ) 内用傅里叶积分表示函数若 1) 函数 /( x ) 在区间 （0, + oo ) 内有定义， 2) 此函数及 
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其导数 / Cr ) 在每一个有限区间 （ a ，6〉 C (0,+ co > 内皆是分段连续， 3)/(1) 在区间 （0,+ oo ) 内绝对可积，则 
在该区间内珂按我们的愿望用公式 （2)( 偶式延拓） 或用公式 （3)( 奇式延拓） 来表示 出函数 /( X 〉. 

用傅里叶积分表示下列 函数： 


= lo ： 


, ■ f 1 , W <1, 

【 3881 】 /(x) = 

lo, |x|>l. 

提示易知函數 /( x ) 满足傅里叶积分展 式成立 的条件 ，且当 Ul 关 1 时 ，有 


/Cr〉= + J 厂 ^cosAxdA, 


而当 UI =1 时，有 


rf 


cosAdA = 


(此结果由 3812 题的结果也容易获得）. 

解由于函数/( X 〉在 M 关1上有定义，且 ， U ) 和/'( X )在任何有限区间上皆分段连续，特别是 fU ) 
在（一00，+00)内绝对可积，故可将 /( Jr 〉 表成傅里叶积分的形式 （以 下各题如不加说明，均满足傅里叶积分 
展式成立的条 件〉. 又由于/( X )为偶函数，故 KA > = 0, 且 


a(A) = H 。 /(f)cosA^d$=H 。 cosAW6=^^. 


于是，当 UI 关1时 （| x | 关1为/( I 〉的连续点〉，有 


fix) = ~ | 0 ^^cosAxdA 


而当 | or |= l 时为不连续点，由于 

/(1 + 0)+/(1 — 0 ) 

故有 hx . >2 


T f 


一 l +0〉+ /( — 1一0) 


此结果由 3812 題的结果也容易获得•事实上， 




上= 


f sgnxt | x | <1 1 
【 3882 】 /(x)= 8 

l 0 f |x|>l. 

解由 f /( x ) 为奇函数，故 dU )= o,a 


6( A ) = ~ |厂 /(《〉—故=音 J: sinA 6 d ^= 2(1： ^°^ ) . 


于是，当 0< k | 关 1 时为连续点，有 /( x ) = - J -- 


^sinAidA, 


当 x = 0 时，虽为不连续点，但由于， 


•(0 + 0 ) + /(0 — 0 ) 


= 0, /(0) = ( K 且右端积分显然为零，故上式仍成立. 


而当时为不连续点，由于 

/(-1 + 0 )+/( — 1 一 0 > 


(1 十0) + /(1-0> 


故有 


ir L T 2 ^-nA S gn.cU = |sgnx->. 


2 

一 sgnr 


此结果由 3812 題的结果也容易获得.事实上, 

i^ si auu = i sg nxf r，dA - 




【 3883】 /( x〉= sgn(ar — a ) — sgn(x 一 6) ( b>a). 

解 a ( A ) = -^-1 /( 冬) cosA $ d ^= + J 2 cosA 祕 


2( sin^A — sin ^ A ) 

TtA 
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6( A ) 


2( comA — cos ^ A ) 


于是， 


=士 厂 = /(0sinA 祕=士 £ 2sinA^de= 

f ( x )= I [ a ( A ) cosAx 4- A ( A ) sinAx]cU = ^ - J — 


sinA ( x — tz ) — sinA ( x ~6) 


dA , 


当 : T = a 或 6 时， / U ) = l ， 而^及= 〗，故上式对于不连续点 fl 和 6 


也成立. 


[ h (\ 一 ) « | x | 9 

138841 /(工)叫 V ^ ； 

I 0 ， \x\7>a. 

解由于/( X )为偶函数，故 

a(A)=+J 「 /(6)cosA^=y £ ( 1 - -f ) cosA$d^= ^ (1 ~ COSflA) 


naX 2 


于是， 


/(x) = ^ I - ~rr^cosAxcU ( —oo<x< + oo). 


A 1 


/( x ) 处处连续，故不再讨论点 x =± a ，以下各题类似，不再一一加以 说明. 


138851 /( x ) = — 


(a>0). 


解由于 /( d 为连续的偶函数，且绝对可积： 

dj _ 1 


5 


+ j 2 


故 


她 。 — 


S ^£ f dx= l 

1+x 2 an 


ye -'* 1 


r-iAi 


于是， 


/( j ) = -^- e _a< cosAjcU 或 f 上 p = 士 J e **cosAjcU ( 
利用 3825 题的结果. 


— oo < x < + oc ). 


【3886】 fU ) 


- fx 2 


(a 〉 0). 


解題思路 注意 /( x ) 为连续的奇函数，利用 3826 題的结果，易得 6( A ) = f ul •但是，由于/(工）不绝对 
可积，故我们不能根据傅置叶枳分的理论来断定展式 


T ~^_ p ,= J o e '* 1 sinAxdA (一 oo < j <+' 


成立，而利用 1829 題的结果，我们可以直接验证上述展式是成立的 • 
解 /( x ) 是连续的奇函数，故 


MA 




gsinA ^ 


d ^ir ^ dx =|. fe —>= e --. 


但我们不能根据傅里叶积分的理论来断定展式 

J sinAxcU (― oo < j <+' 


+ x 2 


( 1 ) 


成立，这是因为函数 / Cr )=^7^ 不是绝对可积的： 


n I ^4^ I 2 r inu：+x2 } 


但是，我们可以直接验证展式 （1) 是成立的•事实上，我们有 

( — asinAx — xcosAx ) 


1 


sinAa：(U = 


a ^ x 2 


(-oo<j< + . 
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故展式 n ) 成立 • 

* ) 利用3826 題的结果. 

• _ ( silLTt lx| 

【3887】 /( x ) = 

1 0， I j |> K . 

解 由于 / Cr ) 为连续的奇函数•故 


办 ( 义 > =音 … /(6)sinA$d6=~ s\n$s\nXede= 


2 sinA 7 t 

x ( l - A 2 ) 


于是 • 


/( x ) 


f， ㈤ sinATr • 

Jo r =7 sl 


sinAxdA ( 一 oo< j：< +， 


cosjt I 

13888] /( x )=-| 

0 t I j | 

解 由于 / Cr ) 为连续的偶函数，故 


fl(A)= +r /( 0 cosa ^ = tJ ! co ^ osa ^ = S ^- 


于是， 


/( i ) 


r 

Asxnojtf I r |^ 


L ^ 一 多 cosAjcU ( 一 oo<j< + oo). 


2 nn 


I 3889 J /⑴ = 


ui >^ 


( n 为正整数）. 


解由于 /(0 为连续的奇函数，故 


csin ^ 


于是， 


?厂… 9 A wu/w 

MA ) = — /(^) sinAede =— " sinc ^ sinA ^ = — TH —~ FT - 
n Jo 7( Jo ir(A 一 w ) 

2 nrtX 

/(f) = ^^J 又 2 _ w 2 sinA/dA (~oo</< + oo). 


【3890】 /( x ) = e^ xl ( q >0). 

解 由于 /( ： r) 为连续的偶函数，且绝对 可积： 


于是， 


厂 e **'" dr < + oo , 

a(A) = |Jo /(^)cbsA$d^= e ^cosA^ 1 

/(x)=e —=?£|- - ga , c-coo 


2 q 

it ( A 2 + a 2 )- 


oo < i <+ oo ). 


【3891】 /( x ) = e •- xl cos/ir ( a >0). 

解由于 / Or ) 为连续的偶函数，且绝对 可积： 


厂 e - *'" 1 I cos^r I dx< 厂 e~- u, dx< + oo, 

( A ) = |J /(6> cosA 祕 =吾1 e 一 cos 廣 cosA 祕 

=_ Hr [ cosU + 糾 +cos(A —辦] e " d 卜+ [( a 4# T ? + _ u = A _ +i 


于是， 


n lo _ ( A+^) z + a z 


u-py 


j cosAxdA ( — oo < a ：< + . 


【3892】 /( x ) = 


sin^r ( a >0). 
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dx< + oc f 


解由于 /( ： r) 为连续的奇函数，且绝对 可积： 

仁 | sin ^ r | dr <「 e 、 

故 6(A) = t|o^ /($ )sinA ^ = 音 e _af sin^sinA 祕 

= VT Ccos ( A -^)^- cos ( A+^)te i [ a ^ T 7 + ( TF # 


UqQ 


7t[(A — 谷 ) 2 +a 2 ][(A+P> 2 +a*]. 

于是， e — sin^= 4 f J 7 RA - W + HcWw 产 (— oo < x <+. 

【3893】 . 

提示注意 /( d 为连续的偶函数，利用3809题的结果，易得 

e " x2 =^= e V cosAxcU ( — co < x < + oo ). 

解由于 /(： r ) 为连续的偶函数，且绝对 可积： 

| e~ ,2 6 x ^^/ k <^- oo 9 

故 aU ) =音 £°° /( OcosA 祕 ■ | f c’〆 cosA 祕=+ • 一 4 •) - 

* ) 利用 3809 超的 姑果. 

I 3894 J /( x )= xe -" 2 

解由于 /( d 为连续的奇函数，且绝对可积： 

J * 二 Ue ^* \ dx =2 ^J xe -"*( Lr <+ oo t 


于是， 


cosXxdX (― °o<x< + oo) # 


故 


6(A) = /<e)sinA 祕 J o siaA^=-^-sinA^dC —e ^ ) 

=—-^-e ^ sinA^ j e'^ cosA$d^ e _f2 cosA$d^=-^ - - ~|Vwe 


A -i 


2 v ^ 


于是， 


*:=化丄 


sinAxdA (—°°<x< + j 


利用 3809 题的结果. 


【3895】用傅里叶积分来表示函数 

/(x) = e~ x (0<x<-foo 

U ) 用偶式廷拓丨（2> 用奇式延拓. 

解首先，我们注意到函数 e 〜在 [0,+oo] 内连续且绝对可积： J 
(1) 若用偶式延拓，则有 




dx = l < + oo f 故对于 


o r+oo p 

aa) = T Jo / ( 0 COsA ^^ = V J 。 e ^ COsXl 


(l+A 2 ). 


于是， 


=H 


cosAj 

1+7 


dA (0< x < + t 


264 


m^yM 




由于按偶式延拓的函数在点 1 = 0 连续，故上式当 x =0 时也成立，即上式成立的范围是 0<： T <+ OO . 
(2) 若用奇式延拓，则有 

bU)= i \ 0 /( ^ )sirU ^ = iIo e isi ^ = ^h~y 

于是， 一+17靜心（0<-<+叫 

但当 x =0 时上式不成立.事实上，左端的值为1，而右端的值为零. 


对于下列函数 /(/) ，求 傅里叶变换 


F(x>=-~= /⑴ n= 


：lim f /( ， )e_ to d/ : 

I- + 00 J 一 | 


138961 /(x) = 


= «一*|- 


解 F(x) 


\/2rr 


r 


(a>0). 

e ^ , l , e ^ d / = 


1 


e • 1 (cos/j— i sin/x)d/ 




costxdt 


= vf r e ) cosmi/= v? ； 47. 

【3897】 /( x )- a - e --"' ( a >0). 

解 F(x) = -^=| " /e 一 一如 J •: te ^{cosu-\ 


sintr)d/ : 


v?r 


sin/xd/. 


由于 


Jo ^ Si 

r - 


sin/jdr= - e ^rsin/x 


I ； 


“ (sin/x+r jcos/j) d/ 


sin/:rck + 


王 厂 /e 

a Jo 


cos/xd/ 


( a ? +. 


- re ^tcostx 


o ^^ Jo V 


(cos/jt 一 fxsin/j)d/ 


+x 2 ) 


r e - 她 d/-* - s in/xd^ a - ( ； 4- r - + -☆ ， 


故有 




lx 或卜 2ax 


于是, 


( a 2 + J 2 ) 〜•（<*: + 

F ⑺ —/F (7+77- 


[38981 /(x) = e'4. 


解 F(x) = -^i-z ： J e T 6 ^(1/= ^ L - J e V (cosrx— i sin/x)df—>^-^ J e ~ V costxdt 
=^/~ • yv^e-4 0 =e-4. 


* ) 利用 3809 題的结果. 
I3899J /(x) = el 

解 fu ^M- 




cosat • (cos/x —i sinfx)d« 


J e T cosa/cos/xd/= — Lr J e T [cos(o+x)/4-cos(a — x)/]d/ 


= i [ r “ 


cos(a + x )/ d /+ J e T cos ( a ~ 

J — -叫― -叫 • W 半.宁 =e -¥ 

) 利用 3809 题的鲒果. 


chax . 
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【 39 00】 求函数 〆 X 〉 及 4(« r )， 设 


(1)J 。 <p(.y^cxiSTydy= Y^~z * (2 〉 J 。 ^>^ siru ^ d ：y = e_x (^>0). 

解 （1) 令 /( x ) = T：i ^ J •则 /( or ) 在 [0,+ co ) 上连续且绝对可积，故按偶函数延拓，有展式 


其中 


广 +CO 

f(x)= <p(y)cosxydy (x^O) t 

… )= ir /a)cosA ^ = vr 帶办 = + • f e ,->=e " 


由此可知，函数 〆 ： y ) = e 一， （ y ^ O 〉即满足 


显然 x <0 时此式也成立，因为 


= J c gs(y)cosxydy (x^O), 


J o f>(y)cos(—x)ydy= J <piy) cost ydy. 


1^2 - l + i — ^2 - 」。 <pKyfcosK-xjyay- ^ <pKy?cosxyay. 

(2) 同样，令 g ( a ：) = e - (« r >0), 则 g (: r ) 在 ( 0 , 十 oo 〉 上连续且绝对可积，故按奇函数延拓，有展式 


其中 


^(j)= ^(.yjsinj^^ (J>0) * 

V&(_y) = U 。 g(A)sinA>»cU = -^- e *sinAydA = 】 /y ( ： y>。〉. 


由此可知，函数 0(： y ) = j Y ^(; y >0) 即满足 

e ^(.yjsirvryd.y (x> 0 ). 


* ) 利用 3825 題的 结果. 
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